COMUNICACIONES - ANO 2015
Practica 1: Correlacion y Densidad Espectral de Potencia.
Ergodicidad. Ancho de Banda de Ruido.

1. Repaso de Senales y Sistemas

a)

Dadas las siguientes senales determine si son de energia o de potencia. Calcule su valor medio, su
funcién de autocorrelacién y su densidad espectral de energia o de potencia segiin corresponda.
1. z(t) = sen(207t) + j cos(407t) i z(t) = [1(¢/5) 1. z(t) = u(t) (escalén unitario)
o o
. 1
—j2nt? (note que / cos(27t?)dt = / sen(2mt?)dt = 7 integrales de Fresnel)
0 0
Considere el PA dado por X (t) = Acos(27 fot) + Bsen(27 fot) con A y B dos VA no correlacionadas
y fo constante no nula. ;Qué condicién deben cumplir E {A}, E {B}, E {42}, E{B?} y E {AB} para
que X (t) sea ESA? Calcule en este caso la DEP de X(¢).

Escriba la desigualdad de Cauchy-Schwarz para senales deterministicas de energia y de potencia x(t)
e y(t), y para senales aleatorias ESA X (t) e Y (¢).

. z(t) =e

Considere un SLIT estable con respuesta impulsional h(t), entrada x(t) de energia y salida y(t).
I. Demuestre que 7y, (7) = {h * 1722} (7) ¥ r2y(7) = {h™ * 122 }(7), con h™(t) = h(-t).
1. Demuestre que 7y, (7) = {7 * 722} (7).
Note que 1. y 1I. son véalidos para senales de potencia utilizando la correlacién correspondiente.
Considere ahora que el PAESA X () es la entrada al SLIT e Y (¢) su salida.
1. Halle una expresion del valor medio de la salida < Y'(¢) > en funcién de < X (¢) >.
11. Halle una expresién de la esperanza de la salida E{Y (¢)} en funcién de E {X (¢)}.
111. Suponga ahora que X (t) es ergddico en media ;jEs Y (¢) ergédico en media?

Sea X (t) un PAESA con distribucién uniforme en [-3,3]. ;Cuéles de las siguientes pueden ser fun-
ciones de autocorrelacién de X (¢)? En caso de poder serlo calcule la DEP de X (¢).

I. RXX(T):?) II. RX)((T)=3 |_|(7') 1I1. RXX(T):?) /\(7-)
V. Rxx(7) = 3 sinc(7) V. Rxx(7) = 3 sen?(7) VI. Rxx(7) = 3 sinc?(7)
VIL Rxx(7) =3 cos(n7) VIIL Rxx (1) = 2 cos(577) IX. Rxx (1) =1+2e I

JEn qué casos de los anteriores es X (t) ergddico en media?

Un PA X(t) con media nula y Rxx(7) = %6(7’) (ruido blanco) es muestreado cada T segundos
previo paso por el filtro anti-replicado correspondiente. Demuestre que la secuencia obtenida X |[n]
tiene media nula y autocorrelacién Rx x[m] = 28 6[m] (o sea, es blanca).

2. DEP por definicién

)

Sea X (t) = Acos(wot + ), con wy y A ctes. y 0 ~U[—m/4,7/4].
1. Calcule la potencia instantdnea del proceso, Pxx (t) = E{|X(¢)|*}. ;Es el resultado coherente
con la estacionareidad de este PA? ;Como deberia ser este valor si el proceso fuera ESA?
11. Calcule la potencia media del PA, Pxx, como el valor medio (temporal) de Pxx ().
1. Calcule la TF de la versién truncada de X (¢) al intervalo [-T,T], F{Xr(t)}, y con ella, la
densidad espectral de energfa del proceso truncado, E {|F{Xr(t)}|*}.
1v. Dividiendo por 27" y tomado el limite para T" — oo, obtenga la densidad espectral de potencia de
X(t), Sxx(f), por definicién. Recuerde que Th;HéoTsinc(Tf)“ =" %EIOIOTSinCQ(Tf)“ ="0(f).

v. Calcule el promedio temporal de Rxx(t + 7,t) (con respecto a t). Luego obtenga su TF y
verifique que coincide con Sxx(f). /Cuanto vale la integral de Sxx en todo el espectro?



b)

Mediante un procedimiento similar calcule la DEP la secuencia aleatoria X |[n] = A donde A es una
VA con distribucién uniforme en [-1,1]. ;Es X|[n] ergddica en media?

2
. , senNms 1 sen®“ N7s
En este caso deberd utilizar que lim ——“ = — =7 (s)
2
N—oco Senmws N—oo N sen?ms

7

3. Ergodicidad en la Correlacién

En este ejercicio probaremos que los PA discretos obtenidos por filtrado de secuencias de ruido blanco
son ergddicos en correlacién. Para ello consideremos dos secuencia aleatorias: X [n] i.i.d. con media nula
y varianza o3 finita e Y[n] que se obtiene al aplicar X[n] a un sistema SLID estable.

)
b)

Muestre que ambas secuencias son ergddicas en media (similar a 1. f))

Verifique que X [n] es un PA de potencia. En consecuencia, definimos la correlacién temporal truncada
N
1
= SN 1 Z X[n +m]X*[n]. Pruebe que E {r{[m]} = Rxx[m] = 0% &[m)].

n—=——

como 7§ [m]
Ahora tenemos ver que Var {r¥y [m]} — 0, cuando N — oc. Para ello demuestre que

N N
Var {r¥y [m]} = m ST S (B{X [+ mX )Xk + m) X)) — R m])
n=—N k=—N

Tomemos primero el caso m = 0 en ¢). Reescriba la férmula anterior para este caso. Note que de los
(2N + 1)2 términos de la sumatoria, s6lo los que tienen n = k (los de la diagonal) van a ser distintos
de cero, e iguales a K = (E {X*} — 031() que supondremos finito y mayor que cero. Aplique el
limite y vea que X|[n] es “ergddico en la varianza”.

Consideremos ahora el caso m # 0 en ¢). En la esperanza de la férmula ahora tenemos cuatro
instantes del proceso. Por tener X[n] media nula y ser sus valores independientes para instantes
distintos, sélo habra términos no nulos cuando los instantes sean iguales “dos a dos”, en cuyo caso
valen U;’L(. Analice las posibles combinaciones y vea que nuevamente sélo contribuyen a la suma los
términos con n = k. Sume, aplique el limite y vea que X|[n] es ergddico en la correlacion.

Similarmente a lo demostrado en el ejercicio 1. d) para cada par de senales entrada-salida del SLID
se cumple que ryy[m| = {rpn * rzz }[m]. En particular es cierto para cada par de realizaciones de
X|[n] y de Y[n]. Utilizando esta férmula demuestre que Y [n] es ergddico en la correlacion.

Para simular un caso concreto consideraremos que X [n] tiene distribucién 4[—1/2,1/2] y que el SLID
calcula la suma de los doce tltimos valores de la entrada (como un promedio mévil, pero en forma
causal y sin dividir por el nimero de muestras). Genere una realizacién de X[n| en MATLAB de
largo 1000 y obtenga la Y'[n] correspondiente. Calcule las autocorrelaciones de entrada y de salida
con xcorr(x,’unbiased’) (de -30 a 30 por ejemplo) y vea que aproximadamente coinciden con
Rxx[m] y Ryy[m].

4. Onda telegrafica Aleatoria

Considere que el PA X () es una onda telegrafica aleatoria de amplitudes +A y tiempos de transicién de
acuerdo a un proceso de arribos de Poisson con tasa media de arribo «.

a)
b)

Calcule su funcién de autocorrelaciéon Rx x (7) y su DEP Sxx(f).

Simule aproximadamente 200s de X (¢) (muestreados cada 0.1s) en MATLAB con « = 0,5 seg™'.
ejecutando:

rn = -2*log(l-rand(1,100)) ;% Distribucidén exponencial a partir de uniforme.
x=ones (1,round(10*rn(1)));

for 1i=2:100; x=[x ((-1)"(ii+1))*ones(1,round(10*rn(ii)))]; end
x=sign(randn(1))x*x;



c)

d)

Interprete las instrucciones y explique por qué las transiciones generadas obedecen una ley Poisson.
Grafique.

Calcule la autocorrelacién de la secuencia generada. Observe el gran error de estimacién para valores
grandes de retardo. Grafique para 7 entre -5 y 5. Compare con el resultado de a).

Genere varias realizaciones y obtenga una aproximacién a la DEP de X (¢) promediando varias fft.
Acomode las escalas y compare con el resultado de a).

5. Ancho de Banda de Ruido usando MATLAB

En este ejercicio simularemos el filtrado de ruido blanco gaussiano con un SLIT sencillo. Supondremos
que el sistema es causal y tiene una funcién de transferencia H(s) = 34%1 y que a su entrada estd el PA

X(t) con media nula, Rxx (1) = % d(7) y distribucién gaussiana.

a)
b)

Calcule el Ancho de Banda de -3dB y el equivalente de Ruido del sistema. Calcule la potencia y la
DEP de la salida Y'(¢).

Considere que el PA de entrada se muestrea a 100Hz utilizando un filtro anti-replicado ideal. Dé
una expresioén para la potencia del PA muestreado. Suponiendo que esta potencia es igual a 1 simule
1000 segundos de una realizacién. Verifique media, varianza y distribucién (usando hist).
Obtenga un filtro digital que aproxime al SLIT continuo utilizando la transformacién bilineal (s =
%%, con T tiempo de muestreo). Halle la ecuacién en diferencias correspondiente y filtre la
realizacién obtenida anteriormente. Puede usar el comando filter.

Calcule la potencia de la secuencia obtenida al filtrar (recuerde descontar el transitorio inicial).
Compare con el resultado tedrico de a).

6. ;Incoherencia?
Sea X (t) un PAESA con li)m Cxx(7) =0y de banda limitada a W (es decir, Sxx(f) =0si |f| > W).

a)
b)

)

d)

Considere el PA Y (t) = X (t) cos(2m fot + 6p) con 0y V.A. U[—m, 7| independiente de X (). ;Es Y (¢)
un PAESA? ;Es Y (¢) un PA ergddico en media? Calcule la DEP de Y ().

Calcule la DEP de Z(t) = Y (t) cos(2m fot + 61) con 0; ~ U[—7, 7| e independiente de X (¢) y de 6p.
Aqui Z(t) se obtiene haciendo un procesamiento “no coherente” de Y (t) (el nuevo coseno no estd en
fase con el anterior). Note que puede aplicar directamente los resultados del inciso anterior.
Calcule nuevamente la DEP de Z(t) para el caso 6y ~ U[—7, 7| y 01 = 6y (cuando hay “coherencia”),
es decir Z(t) = X (t) cos?(2m fot + 0). Compare con los resultados anteriores. ;Por qué en este caso
no se puede aplicar a) para hallar la DEP de Z(t) en funcién de la de Y (¢) como se podia en b)?

Repita c¢) para el caso 0y ~ U[—m, 7| y 01 = Oy + 7/2.

7. EL filtro Pasa-Banda

En la figura se muestra el esquema de un filtro pasa-banda pasivo.

a)

R, C
+
E, Vi
: : Vo(s) (Kwo/Q)s 2 _ 1 L
V ﬁ t f H = f , — e, — wo
erifique que su transferencia es H(s) By(s) % (wo/Q)s + o2 con wy = 7&, @ Roti: YV

R . 2
K= R4l Consideraremos que 4Q~ > 1.



b) Muestre que el ancho de banda de 3 dB del filtro es igual a By = fy/Q, con fo = wp/27.

2= K

Ayuda: Exprese la ganancia del sistema como |H (w) T 2w/ T
W/wy —wWo/w

¢) Obtenga el ancho de banda de ruido del filtro (puede usar teorfa de residuos).

d) Considerando que R, = R, = 5012, dé valores a L y C para obtener un filtro pasabanda con

fo = 970kHz y Bz = 590kHz.

e) Suponga que a la entrada del filtro hay ruido blanco con DEP 1V?2 /Hz. Usando c) calcule la potencia

de la senal a la salida del filtro para los valores hallados en d).

8. SNR a pedir de oido

En este ejercicio intentaremos relacionar la calidad de una senal de voz de acuerdo a la relacién senal a
ruido que ésta posea. jPara ello deberemos escuchar y ver que pasal

a) Con alguna aplicacién que permita grabar audio genere un archivo de sonido .wav. La calidad del

sonido debe ser muy buena ya que supondremos que no tiene ruido apreciable. Otra opcién es bajar
el archivo audio.wav de la pagina de la citedra.

Utilizando el comando [X,fs,nb]=wavread(’archivo.wav’); cargue en la matriz X las secuencias
de muestras que representan los dos canales de la senal de audio estereo en el Matlab. Adema&s en
fs podra ver la frecuencia de muestreo y en nb el nimero de bits utilizados para representar el valor
de estas muestras. Descarte uno de los dos canales haciendo x=X(:,1) ;.

¢) Verifique lo hecho hasta ahora escuchando la sefial con el comando sound(x,fs).

d

)

Calcule la potencia normalizada de la senal.

Genere distintas secuencias de ruido blanco gaussiano de igual largo que la sefial y con potencia tal
que al sumarlas la relacién senal a ruido (SNR) sea 0dB, 10dB , 20dB, 30dB, 40dB y 50dB.
Use el comando randn.

Sumando las distintas secuencias de ruido genere versiones de audio con distintas SNR. Escuche las
senales resultantes y vea que le parece. A su juicio ;Qué SNR es necesaria para que una senal de
audio sea de buena calidad? ;Y para que sea inteligible?

Algunos resultados

1.

a) L.Z2=0,Pp=1,74(7) = 5 Y Szz(f) =

>

o

ISH
~— — —_— — — —

o

cos(20mT) 4 cos(407T) 0(f—10)4+6(f+10)+d(f—20)+0( f+20)

4

2 =0,E =5, r22(7) =5 /N (7/5) ¥ $22(f) = 25sinc?(5f).

HI..f:%,’])m:%,rxx(’f):%ywa(f)_% (f)
. z=0,P, =1, r52(0) =1 pero 75 (7) = 0si 7 #0.
) ) B ()
E{A} =E{B} =E{AB} =0y E{A%} = E{B"}. Sxx(f) = (O(f = fo) +6(f + fo))
L. Si. Sxx(f) = 34(f). No Erg. 11. No. 1. Si. SXX(f) 3sinc?(f). Si Erg.
. Si. Sxx(f) =301(f). Si Erg. v. No. VL Si. Sxx(f) = 3/\( f). Si Erg
vIL Si. Sxx(f) =3 t4(f). Si Erg. viil. No. IX. Si. Sxx(f) =4(f) + m No Erg.

Y (t) es PAESA y Erg. en media. Syy = %[Sxx(f — fo) + Sxx(f + fo)l-
Szz = [Sxx(f — 2fo) + 2Sxx(f) + Sxx(f + 2fo)]-

Szz = 15[Sxx(f — 2f0) + 4Sxx (f) + Sxx(f + 2f0)]-
Szz = 16[Sxx(f — 2f0) + Sxx(f + 2fo)).

By = §Bs.

P = 0,46V?2.



