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CAPITULO UNO.

NOCIONES SOBRE MUESTREQ Y RECONSTRUCCION DE
SENALES.

I.1. INTRODUCQON.

Lafigura 1.1 representa un clésico esquema de wntrol digital. La sefial a controlar, y(t),
es muestreada através de un convertidor analdgico dgital A/D y comparada @n € valor de re-
ferencia (0 set-paint) r(nT) almacarado en ura posicion de memoria del sistema de microcom-
puto en e cua seimplementa d controlador digital. Lainformadon e resulta de esta compa-
radén (sefid de aror discreta), es procesada por e microcomputador, que mediante un
algoritmo reaursivo, genera una sefial de mando dscreta u(nT) que es convertida en analdgica a
través de un convertidor D/A. Esta seauencia de operadones es redizada cala T segundcs, sien-
do T el periodo de muestreo.

Sistema de microcomputo. Perturbadon
________________________________________ Actuador de p(b).
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Figura 1.1. Esquemabasico de control digital.

En e esquemade lafigura pueden dstinguirse dostipos de sefides:

- Sefides continuas 0 analdgicas. Son aquell as definidas para todo instante de tiempo (u(t),
y(®), p(t)-

- Sefidles de tiempo dscreto. Son aguellas Unicamente definidas en los instantes de tiempo
t=nT, siendon un nimero enteroy T el periodo de muestreo (r(nT), (nT), u(nT)).

A los efedos de simplificar determinadas expresiones, la siguiente notadon también se-
ra enpleada paralas ®fiales discretas:

fr = f(nT). (1-1)

Desde € purto de vistadel andlisis y disefio ce sistemas de cntrol muestreados, € es-
guemadelafigural.l no dfiere dd clasico esquema detexto delafigural.2.
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Figura1.2. Esqguemasimplificado de control digital.

Si se pretende andlizar el comportamiento del sistemade lafigura1.2 (o 1.1), utili zando
las herramientas mateméticas que se anplean en sistemas analdgicos, se choca ®n el primer in-
conveniente: no existe la transformada de Laplacede una sefia que solo esta definida en algu-
nos purtos, y por consiguiente no todos los bloques de lafigura 1.2 pueden ser modelados con
funciones de transferencia.

Para obviar € inconveniente dtado en el Ultimo parrafo, se planteaa un modelo del
conjunto convertidor A/D - controlador digital - convertidor D/A, que visto desde sus extre-
mos presente d mismo comportamiento que este cnjunto y ademas que las sfiales en su inter-
ior, aunque distintas a las redes, permitan € empleo de nuestros conacimientos referidos a sis-

temas continucs.

|.2. MODELO DEL MUESTREADOR (CONVERSOR A/D) Y RECONSTRUCTOR
DE SENAL (CONVERSORD/A).

Lafigura 1.3 a) muestra & conjunto A/D — D/A amodelar. En las partes b) y ¢) de la
figura 1.3 seindican las ®hadesf(t), f(nT) y y(t) que wrrespondentes alaparte 3.
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Figura1.3. @) Conjunto amodelar.
b)Sefial continuaf(t), y discretaf(nT).
c)Sefid continua f(t) y reconstruida y(t).

La sefial reconstruida y(t) puede ser expresada apartir de una sumatoria de escaones
desplazados en el tiempo

YO = 3 £ [ut = nT) - (e - (n+ T (12
donce:
_ L sit=nT
ult-nT)= G tenT . (1-3)

Luego, latransformada de Laplacede la sefial reconstruida y(t), resulta:

IS -nTs _ o—nTs-Ts
Y&ﬁ:ZfMUe;E (1-4)
operanda
L L OA-e™C
Y(s) = H:me (nT)e™" HETE (1-5)

El primer fador de la emiaddn (1-5), a pesar de ser una expresion en € dominio freauencial
complgjo s, daideade lo que sucede en e tiempo, ya que crresponce auna operadon lined
entre los valores de las distintas muestras de la sefia f(nT) desplazalosen €l tiempoen  t=nT.
Luego, s alos efedos de la modelizaddn se asigna este fador alatransformadén ce Laplace
de la sefid muestreada F(s), el segundofador de la ewiadén (1-5), corresponce ala transferen-
ciadel reaonstructor de sefial que denominaremos Hy(s). Es dedr:

Y(s) = F*(s)H(s) (1-6)

con:



Fr(9= 3 f(nT)e™ (1-7)

n=-co

1 _ e—TS
S .

Ho(s) = (1-8)

Para completar el modelo, falta éhora, definir el bloque que reladona la transformada
de LaplaceF(s) de la sefial continua @n la trasformada F*(s) asignada ala sefial muestreada
(figura 1.4).
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Figura1l.4. Modelizadon del muestreador y reconstructor.

Teniendo en cuenta que la trasformada inversa e también ura operadon lined, la anti
transformada de F*(s) resulta:

f*®)= 1(nT)&(t-nT) (1-9)

f*)=f(t) 0 (1), (1-10)
donce:

5.(t)= 3 &(t-nT) (1-11)

representa aun tren de impulsos (figura 1.5). Es dedr, que la sefid f*(t) puede mnsiderarse -
mo untren de impulsos moduadaos por f(t).

or(t)

T 2T T

Figura1.5. Tren de impulsos or(t).



De este modo, € conjunto muestreador y convertidor D/A modelado pa medio de dos blogues
elementales. El primero (el muestreador), modua la sefial a muestrea con untren de impulsos.
El segundq normalmente denominado remnstructor de sefial de orden cero, entrega en su salida
un valor constante igual a peso ddl Ultimo impulso de entrada.

Segunla modelizaddn grevia, la acédn conjunta de los bloques A/D, controlador digi-
tal D y convertidor D/A debe interpretarse de la siguiente forma:

- El modelo del convertidor A/D entrega en su salida un tren de impulsos, cada uno ¢ dlos
pesado con el valor de lasefiad analdgica e € instantet = nT correspondente.

- El controlador digital procesa, através de un algoritmo reaursivo, los pesos de los impulsos
de entraday cada T segundcs entrega en su salida unimpulso pondrado con € resultado ce
la ewiadonreaursiva.

- Por dltimo, la acedn integral del reconstructor de sefial convierte d tren de impulsos entre-
gado pa el controlador digital en una sefial escd onada.

1.3. CONTENIDO ARMONICO DE LA SENAL MUESTREADA.

El tren de impulsos dr(t) es unafuncidn periddicaque puede ser desarrollada en serie de
Fourier, sienda

o ()= S, @™, (1-12)
donce:
— 1 72 —jnwrt
¢ = [0 (t)eimert ot (1-13)

De lafigura 1.5, se observa que dentro del intervalo de integradoén (-T/2, T/2), la fun-
cién Jr(t) solo esta definida parat = 0. Esto significaque ¢, esigua a /T e independiente del
valor n. Luego, reemplazandola emiadédn (1-13) en (1-12) resulta una nueva expresion pera d
tren de impulsos

5. (t)= i e/t (1-14)

=P

gue reemplazala en (1-10), permite obtener una expresion aternativa para la sefial de salida del
muestreador (ecuadén (1-9)):

1 & ‘n
f (t)_Tn:me(t)EeJ et (1-15)
Aplicandod teorema del desplazamiento temporal de la transformada de Laplace:
c{tt)e}=F(s-1) (1-16)
ala expresion (1-15) se oltiene
R 1 :
F (S):Tn:ZmF(S_anT)' (1-17)

A partir de esta exiaddn se observa que:



- Latransformada F*(s) de la sefial muestreada f* (t) tiene infinitos polosy ceros.

- Latransformada F*(s) cortiene, entre otros, los polos de la transformada de la sefia conti-
nua F(s).

- Lospdosdelatransformada F*(s) se repiten periddicamente en cwr.

- En principio no pwede dedrse nada acecade los ceros, los cuales s obtienen de lafadori-
zadon cela expresion (1-17).

Sin mayores dificultades puede plantease una epresion cerrada de la transformada
F*(s) (eauadones (1-7) o (1-17)):

. . 1 C
F (S):enpoIOSZJeF(/\) Ee&duosﬂeF(/\) e ENE (1-18)

Ejemplo.

Determinar la transformada de Laplacede la sefid que se obtiene d muestrar la sefia
continua f(t)=1-e". Teniendo pesente que

F(9=—
s(s+1)
F*(s) puede cadcularse enpleandola ewadon (1-18)
F*(s)= Z Desiduos:le 1 -1T(5—A)[
& 0 AA+) 1-eTENE
A=-1
1 1

F*(s) = 1-g B 11— e T

Lasfiguras 1.6 a) y b) muestran lalocadon ce polosy ceros de las transformadas F(s) y
F*(s) de las ®fides analdgicay muestreada respedivamente. Se observa que es posible definir
unaregion del plano s, normalmente denominada banda base, limitada por dos redas horizonta-
les definidas por:

gue se repite periddicamente cala wr. Se observa también, como ya fue comentado, que laloca
cion celos paos de F*(s) en labanda base mincide anladelos poos de F(s).

. jo
a) jo b)
X wr
x -Gr

Figura 1.6. @) Diagrama ceo-polar de F(s).
b) Diagrama ceo-polar de F*(s).



Si se desea cécular € contenido arménico de la sefial muestreada f* (t) basta wn evaluar
el aporte de los pdosy ceos de F*(s) en s5jw. Hadendo este reamplazo en (1-17) el espedro
resulta:

[

F*(jw):iZF(jaHjnwr), (1-19)

n=-—oco

Debido alarepeticion periddicade los polosy ceros de la banda base alo largo detodo
el plano s, también es periddico el contenido arménico de f* (t).

Se ve &, claramente, que d muestreo introduce un cambio sustancial en € espedro de
la sefia f(t), que determina una distorsién debido ala garicién de cmporentes que no estaban
en la entrada.

F(w)

, F (@)

Figural.7. a)Contenido armonico de f(t).
b)Contenido armdnico de f* (t).



De awerdo al teorema dd muestreo: una sefial anal6gica ®@n comporentes armonicos
limitados por una freauencia fax puede ser reconstruida apartir de sus muestras sempre que é&-
tas & tomen aintervalos de tiempo T<1/(2[fh.). NO olstante d enurciado del teorema implica
una dertaidedizadon pues en redidad:

1. Lamayoriadelas sfiaes no estan estrictamente limitadas en freauencia, si bien la anplitud
de sus armonicos decaepara freauencias elevadas.

2. Alunen € caso de tener T<1/(2[y) Seria necesario emplea un filtro pasa bajos ided para
reconstruir la sefial analégica y estefiltro noesredizable.

Por estos motivos € proceso de muestreo introduce una distorsion irreversible
(aliasing), y por ende, no es posible reauperar la sefial original en forma exada. Cuanto menor
sea ¢ grado de awmplimiento de las condciones del teorema, mayor sera la superposiciéon ce
espedros corntigucs, como plede verse en lafigura 1.8. Aln considerando unfiltro ided, la -
narayada gareced, rebatida afreauencias menores (zona ennegredda). Si € periodo e mues-
treo es elegido en formaincorreda, la onda que se reaupera puede diferir apredablemente de la
original. Parareducir a minimo el solapamiento de espedrosy a su vez eitar lainfluencia del
ruidoy otras sfiaes esplress, se suele deduar un prefiltrado anal6gico antes del muestreo (fil-
trado antialiasing).

F(w)

Figura 1.8. Superposicién ce espedros.



|.4. RECONSTRUCCON DE SENALES.

Existen dversas maneras de interpolar y extrapolar una sefial discreta alos efedos de
obtener una sefial analégica Aqui, sdlo se mnsidera d recnstructor de orden cero, que es aquel
gue mantiene anstante, en su salida, € Ultimo valor de la muestra de entrada. Este reconstructor
es el mas emplealo en aplicadones de wntrol automatico.

Remnstructor de orden cero.

La expresion ce lafuncion de transferencia de un recmnstructor de orden cero fue plan-
teada en lasecdon 1.3 (eauadon (1-8)). Una dternativa para cdcular estafuncion e transferen-
cia es, diredamente cdcular la transformada de Laplacede la respuesta impulsiona (h(t)) del
reconstructor ante una excitadonimpulsional (figura 1.9).

a) b) Ah®

A1)

Figura 1.9. @) Excitadon Impulsional.
b) Respuesta del recnstructor de orden cero.

Luego:
Ho(s)= c{n(t) = {u() - p(t-7) (1-20)
H,(s)= i - e_j _1- z_sm : (1-22)

La respuesta en freauencia del reaonstructor de orden cero puede ser obtenida apartir
del siguiente desarroll o:

l_e—ij 2e—ij/2 eij/z _e—ij/Z

H (jw)= = : 1-22
(i) o . 2 (1-22)
luego:
Ho(jw)=T serlwT/2) e lmz, (1-23)
wT)/2
y teniendo pesente que:
ol _mw (124
2w

resulta:



H (jw)=T ser{mw/wr) o,

(1-25
@)/
sienda
‘H (j(x))‘:T Ser(nw/wT)
’ mw)/w;
[0si ser{mw/w,)>0 (129
i) = - ¥ -
IH(j0)= W, +o 0 o si ser(mw/w, )<0

Lafigura 1.10 muestralas curvas de méduo y fase de larespuesta en freauencia. Se ob-
serva la caaderistica pasabgjos que presenta d reconstructor de orden cero, esta caaderistica
haceque ala salida del recontructor predominen las comporentes de baja freauencia de la sefial
muestreada (es dedr basicamente las que @rresponcden alabanda base). Debido a que la ganan-
ciano es constante en € rango ck freauencias O<w <wr y aquela @enuadon noes infinita para

las freauencias de las bandas superiores, es que la sefid reconstruida difiere de la muestreada
(figura1.3).

Figura 1.10. Respuesta en freauencia del reconstructor de orden cero.
a) Curvade méddo.
b) Curva defase.

1C



CAPITULO DOCS.

TRANSFORMADA Z.

II.1. INTRODUCAON.

En € capitulo anterior se demostrd gie la transformada de Laplacede una sefial mues-
treada f* (t) puede ser expresada en dstintas formas:

Fe)= 3 fr ™ (2-1)
1 .
Fi(s)= > F(s=inan) (2-2)
F'(s)= Z QesiduosjeF(/\) %[. (2-3)
enpolosdeF (1) l-e E

La ewadodn (2-1) es unaforma novedosa de ver una funcién transformada pues  indi-
ca, explicitamente en su estructura, la ubicadon temporal de las muestras de la seauencia. Efec-
tivamente, mientras el fador f,r de cala uno ce los términos fiaa d valor de la muestra d fa-
ador e ™" indica su desplazaniento. La ewadon (2-2) es interesante desde @ purto de vista
didadico, ya que permite comprender problemas asociados alarecnstruccdon de sefiales mues-
treadas. La ewiadon (2-3) presentala ventgjade ser una expresion cerraday particularmente (til
para obtener latransformada de la sefial muestreada apartir de tablas de transformadas de sefia-

les continuas.

II.2. TRANSFORMADA Z.

Observando la emiad6n genera (2-3) se puede ver que s aparece @ e fador €. La
presencia de s en forma exporencial, en todas las expresiones cerradas de F*(s), sugiere la posi-
bili dad de un cambio de variable cmmpleja. Se define, entonces, la variable z como:

z=¢" | (2-4)
es dedr,

s= ‘Il' In(z). (2-5)

En estas condciones  define la transformada z unil ateral de una sefial muestreada f,.r
como:

o) = r; foz". (2-6)

11



La ewiadon (2-6) esandloga ala (2-1) y por comparadon piede interpretarse az* como
un operador de retardo de unamuestra. Asi Z" indica para calavalor de n, laubicadénrelativa
en el tiempo ce los distintos valores de la seauencia

Cuando se deben andli zar sefiales definidas para todotiempo, como son pa gjemplo las
sefiadles dedorias, se suele utili zar la transformada z bil ateral en la aa € indice de la sumatoria
se extiende de -0 a . En €l caso de sefiales causales, f(t) es nula para tiempos negativos, por 1o
tanto, el indicede la sumatoria se extiende de 0 ac como lo muestrala exiadén  (2-6).

Esimportante destaca que latransformadén (2-5) se rediza en F*(s) y noen F(s).

Ejemplo.

Calcular latransformada z unil ateral de la seauencia que se obtiene d muestrea un es-
cddn untario, es dedr:

- sinz0 27)
e %) sin<0’
A partir dela ewadon (2-6) se obtiene:
Fi2=S z", (2-8)
gue puede expresarse en forma cerada como:
F(z)= 21 para|z >1. (2-9)
Z =

11.3. RELACION ENTRE LOS PLANOS*“S MUESTREADO” Y Z.

Cada mna del plano s=0 +w, tiene su correspondente en e plano z=M[@¥ siendo
M=e’ T y ¢=oT. Resulta @nveniente definir esta rrespondencia para distintas zonas
caraderisticas. Por gemplo, s= jw corresponce a z=€“T |, donce T representa d periodo de
muestreo y estareladonado con la pulsaddn ce muestreo wr através de:

21T
= 2_
W, T (2-10)

Esto significaque la porcion el ge jw entre -jwr/2 y jowrl2, se @rresponce en €
plano z con ura drcunferenciade radio uritario con centro en € origen de wordenadas.

Lasemibandaizquierda mrrespondente ao negativo y limitada por * jcr/2, resulta en
purtos del plano z definidos por M=e” '< 1 y de agumento ¢ variandoentre -1 y 7z Esto
significaque toda la semibandaizquierda se transforma en €l interior del circulo de radio unta
rio. En forma andloga, toda la semibanda derecha limitada por * jwr /2 tiene como superficie
transformadatodoel exterior del circulo de radio uritario. (Ver figura2.1).

12



Plano s. jw Planoz

Figura2.1. Correspondencia de puntos entre los planos sy z

Puede verificarse, también, que todas las bandas que estan comprendidas en los interva
los j(2n+D)wr/2 y j(2n+3)wr/2, conn entero y distinto de -1, es dedr, todas |as bandas de an-
plitud wr apartir delaorigina (z jwr/2), sontransformadas sgin ura superficie que mincide
contodoel plano z. Cuando se transforma una sefial analégica e ura sefial muestreaday se ca-
culalatransformada de Laplacede la seauencia, se ohtiene unafuncion periddica, de periodo wy
en e plano s (eauadén 2-2). Esto significaque, por ejemplo, una sefia cuya transformada tiene
un pdo, a ser muestreada, presenta infinitos polos (ya que @ polo origina aparece @ su pasi-
cioninicia y repetido en multiplosde wr). En latransformadon a dominio z, debido a que to-
das las bandas estan superpuestas, esa cantidad infinita de polos £ mnvierte en ura cantidad
finita, lo cual haceque esta transformadon seamas conveniente para analizar una seauencia.

En la ewadon (2-2) puede observarse que F (S) repite en forma periddicalos polos de
F(s) pero nosus ceos, ya que los ceros de F'(s) son € resultado e la sumatoria de infinitos
términaos. Por lo tanto, el proceso de muestreo, cambia la posicién ck los ceros existentes e in-
clusive puede generar nuevos.

Ejemplo.

Considere que la sefia continua

ft)=ut)e” (2-11)
F(s)= ! i (2-12)
S+=
T
es muestreada resultanda
t(t)= ie"m 5l -nT). (2-13)

La transformada de Laplacede la seauencia de impulses que definen a la sefial mues-
treada es:

13



o

F* (S) - z e—nT/r [E‘_nST ’ (2_14)

n=0
* 1 7y +
F (s):W valdapara ‘eT(]/T ) |>1, (2-15)
Hadendoahora a=€""" y z= € ; setiene latransformada z, que paralaforma cerada
€s:
z
F(z)= . (2-16)
zZ-a

Por otra parte, apartir dela ewadon (2-2), se obtiene:

R 1
F (s)_;SﬁL(]/T_jan). (2-17)

Fadorizandola ewaddn (2-17) se observa que paoseeinfinitos polos separados en jcwr.
La epresion (2-16) de latransformada z, en cambio, tiene un sdlo pdo en z=a.

jw jw

X | JOOF

S I T
L

Figura2.2. Correspondencia entrelos plancs sy z paraun pdo red.

Lafigura 2.2 representala correladén entre los planos sy z El poo en z=a, correspon-
de alosinfinitos poos en s= -1/(1-jnwy) debido a hecho que @ plano z puede verse mwmo la
superpaosicion ke las bandas del plano s plegadas una encima de la otra. De modoque los infini-
tos polos s superporen dando un dico pdo en z

I1.4. PROPIEDADESDE LA TRANSFORMADA Z.

A continuaddn se enurcian las principales propiedades en la glicadén ck la transfor-
mada zy se analizan las més importantes.

Linedidad:

Z{a b, +b0k2, }=az{xi, }+bz{x2, } (2-18)

14



Desplazaniento aladerecha:

Z{x: w}=2%(z) ; d>0 (2-19)

Desplazanmiento alaizquierda

d-1
Z{xrear } = 21X (2) - > XgZ°] ;i d>0 (2-20)
q:
Amortiguamiento:
2{x e }= X(z&7) (2-21)

Teoremadel valor inicia:

Da d vaor inicia de una sefial causal muestreada apartir de la transformada de esa se-
cuencia.

f(0)= lim F(2). (2-22)

La ewadon (2-22) se ohtiene en forma inmediata glicando € limite ala ewadon
(2-6).

Teoremadel vaor final:

Da d valor a cual tiende la sefiadl muestreada apartir de su transformada z.

lim f - = Iim -zY)F(2). (2-23)

n- oo

Para su demostradén, se define latransformada z de la seauencia truncada en n= N como:
N
F@=5 fz". (2-24)
n=0
Retardandolafuncion ura muestray manteniendoel truncamiento en N resulta:
O N-1
Fu(z)= 27 Z frz" (2-25)

Como se sigue truncando la seauencia en N muestras, |la Ulti ma funcién tiene una mues-
tramenos quela (2-24).

Hadendo la diferencia entre las dos y tomando el limite de esta diferencia para z ten-
diendoa 1, se obtiene la muestra n-ésima:

lim =, (2)- EN(z)E= fr - (2-26)

z-1

15



Nétese que cala una de las simatorias anteriores, en las eauadones (2-24) y (2-25), pa
raN tendiendoainfinito, convergen aF(z). De modo qL&:

lim % (2)-F (z)§= - 27)F(2). (2-27)

Teniendoen cuentalas eauadones (2-26) y (2-27) seohtienela ewadén (2-23).

I1.5.ANTITRANSFORMADA Z.

Hasta ajui se ha visto como se transforma una seauencia de muestras en ura funcion de
variable ommplgja z. El problema inverso es la antitransformadoén. Es dedr, dada una funciéon
transformada en z, poder extrae laseauenciaquele dio arigen.

La ewadodn (2-6) esladefinicion ce latransformada z unilateral y tiene laformade una
serie de Laurent, cuyos coeficientes n las muestras f,;. Es asi, que f,r puede ser definida atra-
vés de unaintegral de Cauchy:

1

f .- =—
217

nT

f.F (z) 2 dz. (2-29)

Laintegral delinea se extiende auna aurva carada C que debe envaver atodcs |os po-
los del integrandoy debe estar incluida en laregion ce wnwvergenciade F(2). Laresolucion cela
integral puede deduarse por el teoremade los residucs:

fr = RedF(z)2™] enlospolosde F(2). (2-29)
Para una funcion con un pdo simple en z= z, el residuoresulta

Res= (z - zp) F(z) 2™

— (2-30)
De modo qte, conacida F(2), se cdculan los residucs del integrandoy luego aplicandola eaia-
cion (2-29) se puede hallar f1, que esla seauencia temporal resultante del muestreo gue dio ori-
gen aF(2).

Ejemplo.
A
Sea F(z2) = ———-5 donden <1. (2-31)
l-alx
Si se glica(2-29) para obtener la atitransformada de F(2) resulta

Res=F(z) 2", = Al&". (2-32)

Esdedr
fo.=All". (2-33

Aplicando el teorema del valor inicial se obtiene f(0) = Ay aplicando el teorema del va
lor final f(eo) = 0.

Del mismo modo que para la transformada de Laplace existen tablas para la transfor-
mada z. Asi es posible antitransformar una funcién expresandda @mo ura suma de funciones
mas el emental es cuyas antitransformadas & encuentran en las tablas.
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Ejemplo.
Considere latransformada:

3 z
F(z)= (2-1) (z-6)° (2-34)

F(2) puede expresarse de lasiguiente forma:

_ e—aT [
1-e° Z*F

1 01
F(2)= 1o H-71 (2-35)

Si se consulta una tabla se ve que d primer término dentro del corchete wrresponce a
unaseauenciaur (esca6n), y e segundq ae ™, (serie exporencial deaedente). De modo qe:
1

. - e_aT [1 _ e—a(n+1)T ] (2-36)

INVERSION NUMERICA.

Este método resulta Util cuando la transformada z es relativamente wmpleja, no siendo
fadl mente distingubles aus polos. La funcion F(2) puede ser expresada ammo cociente de pali-
Nomios.

m .
i

a; z

F(z)= = . (2-37)

20

Para d caso en donct los coeficientes vengan dados en forma numérica puede hacese
diredamente la division ce los polinomios tal como lo indicala expresion. De estaforma surgira
un nwevo pdinomio:;

S

F(2)=C,+C, 21 +C, 2%+ +C, 2"+ (2-39)
Por comparadon con la definicion de transformada z, (eauadén (2-6)), se obtienen los
valoresdefr.

Luego, efeduandola divisién ce los paolinomios comporentes de F(2) puede obtenerse,
en conseauencia, lasealenciaoriginaria de esatransformadon.

Ejemplo.
Sea

— Z _
F(2)= 72 -1414% +1 (239

Redizandoel cociente de los palinomios numerador y denominador se obtiene:
F(2)=z'+1414%2 + 23 +2°-14142° - .. (2-40)

De modo qL&:
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f(O)=f(4)=f(@®=-=0
fQ=f@=f(@9=-=1
f(2)=f@ao=-- =1414
f5=f(7=f13=-=-1

f(6)=f(@1d)=--- =-1414

Si se representan gréficamente los valores anteriores puede intuirse que
unafuncién seno muestreada (figura 2.3).

Qrrespondn a
1.5 T
D
/ % . g1
/ !
; . / : ! \
! ! t !
g b i ]
J i i \ ,‘ 1
j | | i i L
| ' I | | |
! } / . I '
; ; ! ! ; |
] \ L 4 1 !
05/ : ! \ ; k 4
T ] / ! / !
r | : z / L
! ] ] ' ! \
( ! | i ) |
| ' ! 1 h 1
i \ I 1 i |
T o & ] b -
= e ! | . x
! | ! | i
kw ’f | H \
i
L ! i ! j
y ! ! i |
\ / | | i
i
0.5+ 1 i ! ! ! il
: | i ; |
ll f i ) )
|
i i | 4 4
. ' | h |
: ! 1 : i
: / i \
ALk \ ) & ; ; 4
{ |
L i | f; b
| ! \ : \
4 i Ll 3
Sl S '
R4 ‘e
15 | L | |
0 5 10 15 20 25
n

Figura2.3. Muestras de lafuncién seno cada T segundc.
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CAPITULO TRES.

FUNCION DE TRANSHERENCIA Y COMPORTAMIENTO
TRANSITORIO DE SISTEMAS MUESTREADOS.

lI.1. FUNCION DE TRANSFERENCIA.

En forma andloga a ®mo se define la funcion e transferencia en unsistema cntinug,
es posible definir lafunciéon de transferencia de un sistema digital.

En unsistema ontinug, lined e invariante en € tiempo la sefia de salida del sistema
(y(t) de lafigura 3.1), es € resultado de la convducion entre la respuesta impulsiona g(t) y la
excitadonr(t).

y(t) = g(t) Or(t) =Ir(T) g(t-r)dr. (3-1)
r(t) a(t) y(t)
R(S) G(s) Y(s)

Figura3.1. Sistema Continuo.

Aplicandolatransformada de Laplace a sta eaiadon se obtiene:
Y(s) =G(s) (R(s), (3-2)

donck la transformada de la respuesta impulsional G(s) se denomina funcion ce transferencia
del sistema. G(s) no dpende de la ecitadon sino, exclusivamente, de los pardmetros
caraderisticos del mismo. A partir de su conacimiento se puede concocer larespuestadel sistema
a aalquier excitadon:

y(t) = £7{G(s) (R(9)]. (3-3)

En sistemas muestreadacs, y en particular en sistemas digitales de antrol, puede definir-
se un poceso dgital como un Boque (D) en € cual ingresan muestras que son procesadas atra-
vésde dgunalgoritmo apartir del cual resultala seauencia de muestras de salida.

En forma andloga alo que sucede en sistemas continucs, si se wnace larepuestaimpul-
sional muestreada d del sistema digital, es posible cdcular larespuesta a malquier excitadonr a
partir de &ta. El razonamiento a seguir para hallar larespuesta ala seauenciar, es considerar a
esta Ultima descompuesta en impulsos de Kronedker aislados, hallar cudl es la contribucion ce
cadauno ¢ &tosalasaliday aplica luego superpasicion considerando gie € sistema eslined.
Para esto se onsiderauninstante mT, €l vaor yn,r esla comporente de sdida en € instante m
debido a impulso que ocurrié en € tiempo n. Por |o tanto:

yan = rnT |]:I(m—n)T (3-4)

donce dyr es larespuestadel sistema d impulso de Kronedker.
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Andlogamente, para cala una de las muestras % tendra la componrente de salida que
contempla d efedo de todas los impulsos anteriores en € instante m.

m

ymT = ZrnT |]:I(m—n)T (3'5)

Esta suele denominarse sumatoria de mwnvduciéony permite, a través del conacimiento
de la respuesta impulsional del sistema digital, obtener la seauencia de respuesta a cialquier
entrada.

Por otra parte la transformada z de estarespuesta ser&
Y(2) = ZymT . (3-6)
m=

Utilizando la eaiaddn (3-5) y definiendo la transferencia muestreada D(2) del proceso
digital como latransformada de larespuesta d impul so:

D(2) = 2% sl (37)

seohtiene:
Y(2) =D(2)[R(2). (3-8)

D(2) indicalareladdn ge «iste entre la transformada z de la seauencia de sdiday la
transformada z de la seauencia de entrada. Lafuncidon ce transferencia D(2) resulta un cociente
de painomiosen z:

m .
B z"
D(g="—— . (3-9)

2N

Si se onsidera Ai=1, se reanplazala ewadoén (3-9) en la ewiadon (3-8), a antitrans-
formar se obtiene:

Yor = zBi M-yt Z A Y-yt - (3-10)

Esta ewiaddn es de suma importancia, pues reladona una muestra de la seauencia de
sdlida del proceso digital, con las muestras anteriores de la mismay con las entradas en € mis-
mo instante de tiempoy en los anteriores. Esta ewladon juega un papel similar a dela ewiadon
diferencial en sistemas continucs.

La ewadon (3-10) describe d proceso digital (es € algaritmo que geauta la mmputa
dora), el cua poseediversas caraderisticas sgun se anulen algunas de sus coeficientes. Este
hedho dalugar auna dasificaddn cklos procesos digitales.

Si todos los coeficientes B; excepto el primero, son ndos, € proceso se denomina aito-
rregresivo (AR) (eauadon 311).

Yor = Bo Iy — Z A Y-t - (3-11)

Observando la ewiadén (3-9), se mncluye que un roceso autorregresivo de grado n
poseesolamente polos, en el planoz™. En e plano z tendrd, ademés de |os polos correspondien-
tes, un cero maltiple de grado n en €l origen.
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Si en cambio, en la ewaddn (3-10) se anulan todos los coeficientes A; se obtiene un
proceso cuya salida no depende de las slidas anteriores, (eauadon (3-12)) y que se denomina
proceso amediamoévil (MA).

Yor = Z Bi fn-iy - (312

A partir de la ewiad6n (3-12), se observa que un proceso a media mévil no peseepolos
en el plano z*. En € plano z, ademés de los ceros correspondentes, tendrd un pdo mdltiple de
gradomen € origen.

En las :cdones anteriores £ analizaron alas sauencias discretas como caso particular
de sefides anal6gicas muestreadas en forma periddica En tales circunstancias existia una -
rresponcencia entre los polos de la transformada de Laplacede la sefia analégicay los polos de
latransformada z de la seauencia discreta.

Teniendo en cuentala mrresponcdencia entre planos, €l origen del plano z corresponcke a
Re{ st =-00. Esto significaque un proceso a media mévil no puede obtenerse cmo conseauencia
del muestreo de una sefial continua. De ser asi, la misma deberia haber sido generada wmo la
respuesta d impulso de Dirac de un filtro analGgico cuya funcién ce transferencia tuviera uni-
camente ceosfinitos.

La analogia eistente entre los procesos continucs y discretos podriaindwcir a aee, en
forma erénea que un proceso a media movil, por tener solamente ceos deberia posea un es-
pedro de anplitudes credentes con lafreauencia. Sin embargo, si se andizalarespuesta en fre-
cuenciade unfiltro promediador (eauad6n (3-13)) se observa, que apesar de ser unfiltro ame-
diamavil, presentauna caaderisticade anplitud similar alade unfiltro pasabajos.

(rnT + r(n—l)T + r(n—2)T et r(n—m)T)

(m+1) (313

ynT =

Si se andlizala respuesta impulsional de un poceso digital a media movil (eauadén
(3-12)), se observa que la misma se anula para todo indice n mayor que m. Debido a esta pro-
piedad, alos filtros a media mévil también se los suele denominar filtros de respuestaimpulsio-
nal finita (FIR).

Ademés, existen filtros digitales cuya respuesta d impulso es de duradoninfinita. Estos
filtros de respuesta impulsional infinita (IlR) paseen en su funcién ce transferencia, por lo me-
nos, un pdo que no se ecuentra en el origen del planoz

Sin embargo, es importante destaca que unfiltro dgital lined puede simular aunoana
l6gico pero también, pueden dsefiarse filtros digitales cuyas caaderisticas no son olenibles
confiltros anal6gicos linedes.
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11I.2. INTERCONEXION DE PROCESOS DIGITALES Y ANALOGICOS.

I11.2.a Interconexién de procesos digitales.

Lainterconexion serie de dos procesos digitales & muestra en lafigura 3.2.

enr Myt UnT
——=> Di(2 D2 |——

Figura 3.2 Sistemas digitales en cascada.

Dado € diagrama en bloques de la figura 3.2 la funcién de transferencia total D(2) que
reladona la transformada z de la seauencia de salida U(2) con la transformada z de la seauencia
de entrada E(2) esladada en la exiadon (3-14).

D=2 _M@ U@ _
E(z0 E(2 M(2

D,(2) [D,(2) (3-14)

[11.2.b. Interconexién ce procesos digitales y ana dgicos.

Alazo akierto:

En los gstemas de control digital, una parte del sistema es un proceso dgita y otra par-
te del mismo es un proceso cortinuo.

En general setendrd un esquema mmo €l siguiente:

& [ b2 Ui u'(t) 9 y(®)

&(t)
Figura 3.3. Interconexion ce sistemas digitales y continucs.

D.1(2) caraderiza d proceso dgita. La seauencia de valores de salida representados por
Unt Son interpolados por el reconstructor de orden cero Hy(s). Luego, la sefial resultante (anal 6-
gica) u'(t) excita d proceso Gy(s).

Se ha visto gue un sistema muestreado plede ser analizado mediante ¢ empleo e la
transformada z y uno continuo mediante |la transformada de Laplace Se debe, pues, unificar €
tratamiento de algiinmodo.

Sdlo tiene sentido dantea la transformaddn z a sefiales discretas 0 muestreadas, y por
consiguiente no pede plantease una transferencia digital que vincule la entrada y salida del
proceso a controlar Gy(s).

A los efedos de poder rediza todo € estudio del sistema enpleando solo la transfor-
madoén z, puede andizarse d comportamiento temporal de la variable de salida y(t) a través de
muestras tomadas cada T segundas. De awerdo a esto puede @nsiderarse una llave (ficticia),
gue toma muestras de la salida.

Asi pueden plantease las sguientes funciones de transferencia digitales:
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U(2

D,(2) = E2)’ (3-15)
G(2) = JZ)) =z{H,(5) B, ()} , (3-16)
T(2) = Eg : (3-17)

Sin embargo, no plede plantease una transferencia digital que describa exadamente la
vinculadon entre las slidas del proceso y del reconstructor.

Latransferencia digital G(2) puede ser hallada més explicitamente teniendo en cuentala
transferencia anal6gicadel remnstructor de orden cero:

—sT

G(2) = Z{H,(5) G, (9)} = zﬁe (s)[, (3-18)
luego:
G(z)= ZEG”(S) _Gpls)e S, (3-19)
O s S O

y teniendo en cuenta las propiedades de linedidad y desplazaniento de la transformada z, resul-
ta

G, (s) O

G(2)=(1-zYHY z—>"1. (3-20)
O s 0O

Entonces, latransferenciatotal T(2) resulta:

T(2=D,2 -z 259 (@21
O s O

Se andliza @ora, €l diagrama en bloques de lafigura3.4.

e [ 19O o ya(t) o 120
&)
' Ynr

Figura3.4.

De awmerdoaladiscusion previalatransferencia digital T(2) resulta:

Y,(2) _ [1G,(s) G,(s)[

T(2) = 1-zYZ+ 2 : 3-22
- R R @2

debiendo quedar claro qLe:
T(2)21-2G(2) G,(2). (323
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Esto se debe aque G, es excitado con ura sefia continua en e tiempo (no pa las muestras de
yi(t)), dependiendo y,(t) de ddmo varia la sefia yy(t) tanto de sus valores en los instantes de
muestreo como en los instantes intermedios.

Ejemplo.
Sea ¢ diagrama en bloques de lafigura 3.4, con:

Gule)=1 v Guld)=_2 .
a) Hallar latransformadaz de la cnexidn en cascada.
b) Repetir el cdculo, incorporando unmuestreador entre Gp, y Gpe.
Aplicandolas expresiones anali zadas anteriormente, se obtiene:
a)

_z(1-e™)
[GlGZ] (Z) - (z-1) (z- e—aT) (3-24)

b)

All¥:
(z-1) (z-€™)
donck puede verificarse que [G1G;](2) # Gi(2) [Gy(2).

G,(2)[G,(2) =

(3-25)

Alazo carado

La figura 3.5 muestra un esgquema general de lazo cearrado que empleaun controlador
digital.

N0 er Unt u'(t) | Proceso | W(t)

D@ Ho Go(9)
Sl( B(s)

Figura 3.5. Sistema de wntrol digital alazo cerrado.

En base aladiscusion previay teniendo en cuenta que d muestreador puede ser ream-
plazalo pa otros dos, uno gue muestrealavariable ontroladay otro lareferencia, lafuncion de
transferencia que reladona la transformada z de la seauencia de salida @n la transformada z de
la secuencia de referencia esta dada por:

Y _ DG

: (3-26)
R(z) 1+D(2)UGB(2)
con
62 = (1- 7y 22208 3-27)
O S [
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G(s) B(s)O

GB(z2)=(1-z2")Zz WH (3-28)

[I1.3. CARACTERISTICAS TEMPORALES DE LA RESRJESTA AL IMPULSO.

Dada una funcion ce transferencia de un sistema cntinuo e segundo aden (eauadon
(3-29)), su comportamiento temporal transitorio esta diredamente asociado alaubicadon celos
polosen el planos.

w 2
G(s) = 5 . 5 - (3-29)
s*+20 [, B+ w,

Es sbido, que s lafuncién ce transferencia posee polos compleos conjugados, la res-
puesta temporal sera subamortiguada, si son redes y coincidentes, la respuesta es amortiguada
criticay s sonredesy distintos, es obreanortiguada.

Debido a que la ubicadén ce los polos en € plano s esta definida por los valores de &
(coeficiente de anortiguamiento), y «h, (pulsadon retural) (o bhien pa los parametros o = -¢& [d,

y Wy = oz)n«/l—g‘2 ) dela ewiaddn (3-29) esdeinterés ver como se mapean a plano z las cur-
vas del plano s que @rresponden avalores constantes de estos parametros:
a) o=-¢&[dn= constante (figura 3.6).

La transformadon que mantiene la respuesta impulsional esta dada por z=¢™" . Por lo
tanto, las curvas con o =cte (figura 3.6) se mapean a plano z segtinla ewiadon z=e”" (€*" es
dedr en circunferencias centradas en e origen del planozy deradio ™ (figura3.7).

NN
1

Figura 3.6. Figura3.7.
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b) wy= constante (figura 3.8).

En esta situadén latransformadén z=e™ resulta z=e”" (" T . Es dedr que lafase delos
purtos z (correspondente apurtos s con ay constante) es constante eigual a ay [T, mientras que
el médulo varia wn o (figuras 3.8y 3.9).

jw
wr /2
Wy
Wy /
o \
-y
Figura 3.8. Figura3.9.

c) ¢&=constante (figura3.10).

En este cao las curvas s mapean como z=e *“" [@*T = K" [(¥“T dando aigenen d
plano z a espirales que mmienzan en z=1y terminan en z=0 (figura 3.11).

jw
&1
& &
o
as E2
o
Figura3.10. Figura3.11

d) = constante (figura3.12).
El mapeo de estas curvas al plano z se observa en lafigura 3.13.
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s
G2 Uh2
Ch3
s o
o
Figua3.12. Figura3.13.

Debido a que latransformadon propuesta mantiene la respuesta impulsional se anali za-
ralarespuesta d impulso de Kronedker.
Para d sistema digital proveniente del sistema anal6gico dela ewiadon 329, lafuncion
detransferencia en zes:
2
W (e —e")

Gz)= . & =%) (3-30)

- (e +e*) z+(e"e™)’

donce s1# s, son las raices del palinomio denominador de la ewiad6n (3-29). Puede verificarse
que lalocadon ce los paos (exclusivamente de los polos) en e plano z puede ser cdculada a
partir de los polos de |a sefial anal6gicamediante latransformadénz = e™.

A partir de la ewad6n anterior se puede encontrar la respuesta d impulso ddl sistema
digital para diferentes posiciones de sus polos.

Caso A: Polos complejos conjugados con parte red negativa.

jw YT
x b \
\ 1 o
x o Kj ‘ ‘ ‘ T
| respuestaimpulsional
planos planoz del sistema muestreado

Figura 3.14.
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Caso B: Polos compl € os conjugados con parte real nula.

j w Ynt

Oy il
TN A

| respuestaimpulsional
plano's plano z del sistema muestreado

Figura 3.15.

Caso C: Polos complejos conjugados con parte real positiva.

jw y/
|

“ nT

| respuestaimpulsional
planos plano z del sistema muestreado

Figura 3.16.

Caso D: Polos complgjos conjugados con parte real hegativay parte imaginara /2.

j w YnT

: N L .
T T

lano 7 respuestaimpulsional
plano's P del sistema muestreado

Figura 3.17.
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Caso E: Polosredesy distintos con parte red negativa.

i Yot

y A
NI

| respuestaimpulsiona
planos planocz del sistema muestreado

Figura3.18.

[Il.4. ERROR CE ESTADO ESTACIONARIO.

Una caaderisticaimportante de un sistema de antrol es 2 cgpaddad para seguir cier-
tos tipos de entrada cwn unminimo error. Debido a esto es que  comportamiento de estado es-
tadonario de un sistema de mntrol alazo cerado suele evaluarse andizando el vaor de estado
estadonario de la sefial de aror cuando se excita d sistema cn sefiales de referencia particula-
res tales como: escdén, rampay pardbola

Este aiterio se puede emplear en unsistemade @ntrol digital delazo carado s se aa
liza @ valor de estado estadonario delaseaienciade earor.

Si se mnsidera un sistema de cntrol digital con redimentadoén urntaria, la funcion de
transferencia de lazo cerrado es;

Y(@ _ D(2G(2

= , (3-3)
R(z) 1+D(2) G(2)
donce
4\ o 16(s)0
Glz)=(1- Z . 3-32
(Z) 1-z7) %TE (3-32

Lafuncion detransferencia de lazo abierto D(2)[G (2) se puede expresar como:

K] (z-2)
I= , (3-33

p@)e@)=
@' |

|_| (Z_Zj)

=1

donce N es un nimero entero y define, en forma andloga alo que sucede en sistemas cortinucs,
el tipo e sistema. Como seve a ontinuadon, € error de estado estadonario del sistemade lazo
carado, adistintos tipos de excitadén, esta intimamente asociadoaN.

Se definira, por conveniencia, e valor Ke:
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K] (e-2)
Ko=—3=— . (3-34)
[ Z_Zi)

1 z=1

Laseauencia aror del sistema se define aomo la diferencia entre la seauencia de entrada
al sstemay laseaencia de salida:

E(2=R(2)-Y(2). (3-35)

Combinandolas eauadones (3-32) y (3-35) se ohtiene:

E(2) = L (3-39)
1+ D(2) G(2)
El valor de estado estadonario e se puede obtener utili zando el teorema del valor final:
- - R(2)
e = iml-z2YE(D) =mil-27) ——F 3-3
s Izlirll( ) (2) IZ|[rl1( )1+D(Z)G(z) (3-37)

Se andlizaran ahoralos casos particulares en que la entrada es un escddn o urarampa.
1) Entrada: seauencia escadon uritario.

z
Si la seauencia de entrada es un escdén R(z) = —1; reanplazando R(2) en la exia-

cién (3-37) se ohtiene:
1

€ = . (3-38)
1+ |z|'m D(Z) G(Z)
Si se define la aonstante de eror de paosicion como:
K, = |Zm} D(2) G(2), (3-39)
entonces 3 N=0, K, =K.y
1
. = 14K, : (3-40)

ParaN=>1, K, = oo y € error de estado estadonario auna excitadon en escaon es cero.
2) Entrada: seauenciarampa.

Si laseauencia de entrada es unarampa R(Z) = (T?)Z , entonces:
Z —_—
1
€ =, 3-41
s T K (3-41)

siendo K, = |im_|1_(z—1) D(2) G(2).

z-1
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Entonces § N =0, K,=0 y € error de estado estadonario a la rampa resulta infinito. Lo
cual pore de manifiesto laincgpaddad de un sistema de tipo cero para seguir este tipo de exci-
tadaon.

K
S N=1,K,=—vye,=—.
T Y &% K

ParaN = 2, K= y e=0.
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CAPITULO CUATRO.

ESTABILIDAD EN SISTEMAS DE CONTROL
MUESTREADO.

IV.1.INTRODUCAON.

Las témicas para € estudio de la estabilidad de sistemas muestreados de @ntrol son
analizadas en este caitulo. En general, los métodaos de estudio de la estabilidad de sistemas
continucs $N también aplicables a andlisis de sistemas muestreados, si ciertas modificadones
son redizadas. Estos métodos incluyen €l criterio de Routh—Hurwitz, el método dl lugar de las
raices y los métodeos de andlisis freauencial. También es analizado € criterio simplificado de
Jury gue & unatémica espedalmente desarrollada para analizer la estabilidad de sistemas de
tiempo dscreto.

Con € fin de enfatizar las smilitudes y diferencias entre los sstemas de tiempo conti-
nuoy discreto, se mmpara la estabili dad de un sistema de @ntrol continuo con € de su equivar
lente discreto.

En sistemas continucs, la estabili dad se analiza apartir del denominador (ecuadén ca
raderistica) de lafuncion ce transferenciade lazo cerrado:

"6 R "1 G(?S)H &) D

e+~ & y(t)

H(s)

Figura4.1. Sistemade Control de tiempo continuo.

Laposicion e las raices de la ewiadon caraderistica (1 + GH(S)), determina la estabi-
lidad del sistema. El limite de laregion ce estabili dad en €l planoses el gejw, debido a que po-
los con parte red negativaimplican urarespuesta que se anortigua en el tiempo.

Si se muestreala sefial de eror y se utili za un reconstructor de orden cero, se obtiene @
sistemade mntrol de tiempo dscreto delafigura4.2.
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t
)+ € . u(t) - y(t)

H(s)

Figura 4.2. Sistema de Control detiempo dscreto.

Lafuncion detransferencia entrada—salida arrespondente d diagrama en bloquesde la
figura4.2, hasido deducida en € capitulo 3y esta dadapor:

) (4-2)

con:

G(z)= ( - z‘l) Z%ﬁﬁ (4-3)
H

GH(z)=(-2%)z o (4-4)

Los distintos métodas para d estudio de la estabili dad de un sistema muestreado e @n-
trol, como asimismo su comparadén con su simil de tiempo continuo son anali zados mediante
un gemplo.

Ejemplo.

Seauna planta de segundo @den de funcién ce transferencia dada por:

1
G(s)= S(+D) (4-5)

la aual seredimenta en formaunitaria

El sistema equivalente de tiempo dscreto se ohtiene intercdando en €l lazo dredo un
muestreador y un recnstructor de orden cero (figura4.2). Lafunciéon e transferencia entrada—
salida crrespondente esta dada por:

-t
G(z)= (1—2‘1)26@%= @—z‘l)ZE#D. (4-7)

O
0s O s°(s+1)
Si se dige un periodo e muestreo de T = 0,1 seg. se ohtiene:



(z) _ 0.00484z + 0.00468 . T =01seg. (4-8)
(z-1) (z-0.905)
Si se dige un periodo e muestreo mayor T = 1 seg., se ohtiene:

0.368z+0.264
z-1)(z-0.368)

;T =1seg (4-9)

G(z)= (

En las partes @) b) y c) de lafigura 4.3 se han representado las respuestas a escdon el
sistema aadgico de lazo cearrado y de su simil muestreado para periodos de muestreo de T =
0.1seg.y T =1 seg. respedivamente.

14

081 7

salida

0.6 8

04r :

O 1 1 1
0 5 10 15 20

tiempo

Figura4.3. @) Respuesta d escd6n el sistema anal6gico en lazo cerrado.
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Figura 4.3. b) Respuesta temporal del sistema muestreado de lazo cerrado para T=0.1 seg.

15
®© O
©
® ©
©
1r ® © O o © ® 9T 9 4
¥ ®
© ®
=
‘a
o
05 |
5 10 15 20
muestras

Figura4.3. ¢) Respuestatemporal dd sistema muestreado de lazo cerrado para T=1 seg.
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Del andlisis de la figura 4.3 se observa que d sistema digital es menos estable que su
equivalente anal6gico, presentando uncomportamiento transitorio menos amortiguado. Este re-
sultado, presentado para un gjemplo particular, es genera y se debe d retardo equivalente, de
medio periodo de muestreo, introduwcido pa € reconstructor de orden cero. De modo que d au-
mentar el periodo de muestreo se deteriorala estabili dad del sistema.

IV.2. ESTABILIDAD DE SISTEMAS MUESTREADOQOS.

Para andlizar 1a estabili dad de un sistema muestreado, se deseasaber donck deben estar
las raices de la ewadOn caraderistica (1l + GH(2)) para que el sistema tenga una respuesta tran-
sitoriaque se extinga en €l tiempo. Para dl o se cdculalarespuestadel sistema en lazo cerado.

Y(2)= “C;(;)() ﬁ” R(2). (4-10)

gue mediante € desarroll o en fracdones parciales puede llevarse alaforma:

Y(z)=2k_12+...+ Zk_n : +Yq(2), (4-11)
1 n

doncke Yg(2) contiene los términos de Y(2) originados en los paos de la excitaddn R(2).

Los primeros n términas de la expresion (4-11) representan la respuesta transitoria de
Y(2). Para que d sistema sea etable, la antitransformada z de estos términos debe tender a ceo
cuando se incrementa d tiempo. La transformada z inversa del i-ésimo término ce la ewiadon
(41l es

Z—lgzk ; %_ " (pi)kT

Para que este término se anule d incrementarse k, el moduo de p; debe ser menor que la unidad.
Teniendo en cuenta que los valores p; corresponckn a las raices de la exladén caraderistica
(eauadon (4-10)) se ancluye gue para que un sistema redimentado ce @ntrol de tiempo ds-
creto sea etable, las raices de su eauadon caraderistica deben estar ubicadas en el interior del
circulo deradio uritario.

(4-12)

IV.3. TRANSFORMACION BILINEAL.

La mayoria de las témicas de andlisis de la estabili dad de sistemas de tiempo continuo
se basan en que d limite de laregién de estabilidad en el plano s corresponck d ge imaginario
jow. Estas témicas no pueden ser aplicadas a sistemas de tiempo dscreto, ya que d limite de la
regién de estabilidad en el plano z corresponce d circulo uritario. Sin embargo, si se enpleala
transformadon Llined definida por :

= E 271, (4-13)
T z+1

la drcunferenciade radio untario en z se transforma en el geimaginario en e nuevo planow.
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En efedo, sobre d circulo uritario se aimple que z=e'“" y reemplazandoesta expresion
enla ewaddn 413 seohtiene:

2 e -1_ .2 T

W=— ——=]—t Bw—E 4-14

T e +1 JTgmz[ (*+19

Al recorrer € circulo de radio uritario en e plano z, € anguo wT variade —taty su
recorrido equivalente en el planow corresponce atodoel geimaginario desde -joo a +joo.

Si nos ubicamos en e planow en un purio sobre d ge imaginario, (W = jaw,) la epre-
sién 414 permite vincular las freauencias entre los planas sy w:

w,=2 gPTE (4-15)
T 02 C

El agregado el término 2T en ladefinicion ce latransformadén blined (eauadon 413) tiene
por objeto que en & rango e freauencias paralas cuales wT/2 es pequefio, las freauencias en los
planos sy w coincidan. En efedo, si se cumple que wT/2<<1 resulta:

—E T E T = -
a)W—T tg@%QDT g%@ w (4-16)

Sin embargo, cuandola freauencia w en €l plano s se aceca ala mitad de la freaencia
de muestreo (2/T), lafreauencia en € plano w (w,), tiende ainfinito. Esto significaque ala se-
mibanda ubicada en e semiplanoizquierdo d&l plano s comprendida entre §2/T y +j2/T le -
rresponce todoel semiplanoizquierdo en el planow.

V.4.CRITERIO DE ROUTH —HURWITZ.

Este aiterio es usado en sistemas de tiempo corntinuo faradeterminar si el denominador
delafuncion cetransferenciatiene raices en e semiplano derecho cel planos. Si este aiterio es
aplicado ala ewlad6n caraderisticade un sistema de tiempo dscreto expresado en lavariable z,
no puede obtenerse ningura informadén sohre la estabilidad del mismo. Sin embargo, s la
ealadon caaderistica e expresada como urafuncién ce la variable de transformadén hli ned
w, entonces la estabilidad del sistema puede ser determinada por aplicadén dreda del criterio
de Routh—Hurwitz, de la misma manera que se glica alos $stemas de tiempo continua. Esto es
posible, pues através de latransformaddnw € interior del circulo unitario del plano z se trans-
forma en e semiplano izquierdo del planow, y €l exterior del circulo untario en € semiplano
derechow.

Ejemplo.
Para analizar la glicaddn del criterio de estabilidad de Routh—Hurwitz se utili zard €
mismo g emplo visto previamente (eauaddn 4-5):

G(s)= s(:+1) (4-17)

El sistemade wntrol de tiempo cortinuo (figura4.1), es estable paratodo valor paositivo
de laganancia K. En efedo, si se glica ¢ criterio de Routh—-Hurwitz asu eauaddn caraderisti-
ca
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F(s)=1+GH(s)=s*+s+K (4-19)

resulta:
s 1 K
s 1 (4-19)
s K

El nimero de canbios de signo ce la primer filadel arreglo de Routh—Hurwitz indica ¢
nimero de raices del polinomio caraderistico F(s) ubicadas en €l semiplano derecho. En este
caso noexisten cambios de signo e modo ge d sistema de tiempo corntinuo redi mentado en
forma unitaria es estable paratodo valor paositivo de lagananciaK.

Lafuncion ce transferencia entrada—salida para @ sistema ejuivalente de tiempo dscre-
to, paraun periodo ce muestreo T = 0.1 seg. esta dada por (ecuad6n 4-8):

0.00484z+0.00468,

G(z)=K (2-1)(2-0.905) T =0.1seg (4-20)

Para glicar € criterio de Routh—Hurwitz es necesario aplicar previamente la transfor-
madon blined (eauadon 413).

— 2 _
G(W) _K 0.00016v : 0.1872v + 3.81. (4-21)
3.81w° + 3.80w

Luego, la ewiadOn caaderistica en e planow esta dada por:
F(w)=1+G(w)=(3.81-0.00016) w? + (3.80- 0.187XK) w+ 3.81K .
La gplicadén dH criterio de Routh—Hurwitz condice d siguiente areglo:

w? 3.81-0.00016K 3.81K
w'  3.80-0.187X (4-22)
w’ 3.81K

Para que d sistema sea etable no debe haber cambios de signos en la primera clumna
del arreglo (arreglo (4-22)), siendo recesario que la gananciaK se halle ammprendida en € ran-

go:
0<K <203. (4-23
Si se dige, en cambio, un periodo e muestreo mayor T = 1 seg., se ohtiene (eauad6n
(4-9)):
0.368z+0.264
G(z)= '

z)=K ; T =1seg (4-249)
(z-2) (z-0.368

La epresion anterior muestra que d aumentar € periodo de muestreo € polo de més alta fre-
cuencia se desplazahada d origen del planoz

Aplicandolatransformadén hilined, la ewiaddn caaderistica en el planow resulta:
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F(w)=(1-0.0381K) w? +(0.924- 0.386K ) w + 0.924K =0,
y la glicadén cd criterio de Routh—Hurwitz condiwce d siguiente areglo:
w®  1-0.038K 0.924K

w'  0.924-0.386K (4-25)
w° 0.924K

Examinando la primera clumna del arreglo (eauaddn (4-25)) se observa que para que
el sistema sea etable lagananciaK debe hallarse mmprendida en el ranga

0<K<239 (4-26)

Comparando las expresiones (4-23) y (4-26) se observa que, como era previsible, a
aumentar el periodo de muestreo sereduce @ rango e estabili dad del sistema.

IV.5.CRITERIO DE ESTABILIDAD DE JURY.

Este aiterio de estabili dad tiene la particularidad de poder ser empleado dredamente
sobre sistemas de tiempo dscreto expresados en lavariable z

Seala ewiad6n caraderisticade un sistemadiscreto:
Fz)=a,@ +a, "+ +alz+a; a,>0 (4-27)

A partir dela ewiad6n anterior puede cnstruirse @ siguiente areglo:

Z° 2 72 A AL
a, @ a, o a, e a_, a
a, a., a_, - a, e a a
b, b b b, e b,
b, b, b, - B, - by
T T S C .\ oo (4-28)
C, Ciy G, - Cop oo
S N T
|3 |2 Il I0
m m m
con
bk - aO a'n—k Ck — bO bn—l—k
a, & b b
dk — CO Cn—2-k
Cn-2 Ck
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La ondcién recesaria 'y suficiente para que @ polinomio F(2) no tenga raices fuera o
sobre d circulo untario, con a, > 0, son:

F)>0
-D)"F(-) >0
3| <a,

by |>[b,

(4-29)
Gl >[c

n-2 ‘

do|>[d,]
my|>m,|

Note que un sistema de segundo @den contiene una solafila en €l arreglo. Por cada or-
den adicional, dos filas adicionales son agregadas. Ademaés, para un sistema de orden n, hay un
total de n+1 restricdones.

Ejemplo.

Supongse ¢ mismo ejemplo ya analizado. El criterio de Jury se glicadiredamente a
la ewiadOn caraderisticadel sistema alazo cerado (1+GH(2)). De la ewiaddn (4-24) (periodo
de muestreo T = 1 seg.), la emiad6n caaderisticaF(2) esta dada por:

F(2) =1+G(2) = z* +(0.368K -1.368 z+(0.368+0.264K) = 0.

Dado gle setratade una emad6n de segundo a@den, el arreglo de Jury se reduce a

2° z z

0.368+0.264K 0.368K -1.368 1

2

(4-30)

La glicaddn e las condciones dadas por la expresion (4-29) condice a

a F(@=1+(0.368K —-1.368 +(0.368+0.264K) >0

Esta condcion es stisfecha paratodoK > 0.

b) (-1)*F(-1) =1-(0.368K -1.368 + (0.368+0.264K) >0
Esta ondcidones stisfecha para K< 26.3.

0 |a,|=]0.368+0.264K|<a, =1

Esta ondcidones stisfechaparaK < 2.39.

Por lo tanto €l sistema es estable para valores de la ganancia comprendidos entre
0 <K< 2.39. Resultado coincidente mn €l obtenido previamente (eauaddn (4-26)).
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Para d valor de K correspondente d limite del rango e estabilidad, K = 2.39, la eaia
cion caraderisticavale:

z2-049z+1=0, (4-31)
siendosusraices
z=0.244F j0.97= 10F132rad = 10 F T . (4-32)

La epresion anterior indicaque para un periodo ce muestreo T = 1 seg. y una ganancia
de K =2.39, e sistema en lazo cerado oscilard aunafreauenciade (1.32/ 2(7) 1/seg.

IV.6. METODO DEL LUGAR DE LASRAICES.

Suporiendo gLe d sistema eslined y con pardmetros invariantes en € tiempo, latrans-
ferencia de lazo abierto GH(2) puede expresarse como uncociente de das polinomios en z afec-
tados por una gananciaK.

;on=m (4-33

Puede verse que GH(2) es de la misma forma que G(s)H(s) para sistemas cortinucs. Por
lo tanto las reglas de mnstruccén el diagrama del lugar de las raices, desarrolladas para d pla-
no s sontambién vélidas para d planoz

Para que un purio del plano z pertenezca &lugar de las raices, GH(2) debe aumplir las
siguientes condciones:

1) Condcién ce anplitud: Moéduo de GH(2) =1
2) Condcion cefase: Argumento de GH(2) = (2n + 1)

Ejemplo:

Si nuevamente se plantea ¢ sistema del ggemplo analizado previamente, a partir de la
expresion (4-7) se obtiene:

G(2) =K M (4-34)
(z-D(z-p)
doncke:
o _-1+(1+T) e’ _T-1+e™
pl _e 7 - -T ) a_ .
T-1+e T

Si sereamplaza davariable zpor z=x +jy, en la condcion ce fase de GH(2) se obtie-
ne la ewaddn ce una drcunferencia n centro en (z;, 0) y cuyo radio es la media geométrica
delasdistancias delospolosa cero z.

(x=z)*+y*=(1-2)(p,~-27). (4-35)

Ademés, fadl mente, puede verse que los purtos hre d gjered entre @ polo p, y 1 pertenecean
al lugar de raices, lo mismo gue los purtos ohre d gered alaizquierdade cero z.
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Enlafigura4.4 se harepresentado el diagramadel lugar de las raices paraun periodo ce
muestreo de T = 1 seg.

0.5+

Imag Axis
o

-1.56+-

Real Axis

Figura4.4. Diagramaddl lugar de lasraices para T=1 seg.

Para K = 0 las raices coinciden con las raices del sistema alazo abierto. CuandoK au-
menta las raices £ vuelven complejas conjugadas y comienzan a describir una drcunferencia
para luego vdver a ser redes. Por Ultimo para K - o0 unaraiz ooincide @n el cero z; y la otra
esta en z- o, El sistema es estable hasta un valor de K para d cual se produce la intersecdaon
del lugar de raices conla drcunferencia de radio unitario.

Se trata éhora de obtener una expresion del valor maximo de K para d cual € sistema
esta en e limite de estabili dad. Para dlo seigualala expresion cela drcunferencia del lugar de
raices ala ewadon ce la drcunferencia de radio uritario y se obtiene la @scisa x que @rres-
ponck d limite de estabili dad:

x=[(1-p)+z QA+ p)l/2z. (4-36)

Si el periodo de muestreo esde T = 1seg., de la expresion anterior se obtiene: x= 0.244.
Reemplazandoeste valor en la emladdn ce la drcunferencia (expresion (4-35)) se obtiene d co-
rrespondente valor dey (y = + 0.97). Los valores de x e y obtenidos para @ valor limite de
K = 2.39 coinciden con los obtenidos previamente por aplicadén del método e Jury (eauadon
(4-32)).
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IV.7.DIAGRAMAS DE BODE.

El andlisis de estabili dad de sistemas de tiempo dscreto puede redizarse, como en Sis-
temas analégicos, en base d margen de fase MF y a margen de ganancia MG definidos a partir
de larespuesta en freauencia del sistema de lazo abierto. En sistemas de tiempo continuolares-
puesta en freauencia puede ser obtenida en forma groximada através de los diagramas de
Bode. En efedo, basandose en €l hecho e que la respuesta en freauencia de un sistema nti-
nuo se ohtiene d evaluar la funcion ce transferencia en s = jw, pueden oltenerse, a través de
propiedades geométricas, aproximadones por liness redas de larespuesta en freauencia

En el dominio z, larespuesta en freauencia se obtiene apartir de evaluar lafuncion ce
transferencia en z = e, es dedr sobre purtos de la drcunferencia unitaria. Evidentemente, la
evaluadon aproximada de Bode, por lineas redas, no es aplicable. Sin embargo, s se anpleala
transformadén hli ned para pasar del planoz a planow, las aproximadones de Bode por lineas
redas pueden ser utilizados para analizar €l comportamiento en freauencia de sistemas mues-
trealos.

Ejemplo.

Supéngese @ mismo gjemplo ya analizado. Los diagramas de Bode del sistema de tiem-
po cortinuo dado pa laeauaddn (4-5) se han representado en lafigura 4.5.

Bode Diagrams

Gm = Inf, Pm=51.827 deg. {(at 0.78615 rad/sec)
40 : :

Phase (deq); Magnitude (dB)

-140

-160

=180 =
10

Frequency (rad/sec)

Figura4.5. Diagramas de Bode del sistema anal dgico.

Del andlisis de la figura se deduce que € sistema analégico a laz cerrado serd estable
paratodo valor positivo delagananciaK yaque d margen de ganancia esinfinito. Para d valor
elegido e lagananciaK=1, el margen de fase vale MF=52".
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La estabili dad del sistema muestreado plede estudiarse diredamente apartir de su fun-
cion ck transferencia G(2). Las funciones de transferencia G(2) para periodos de muestreo de
T=0.1seg. y T =1 seg. han sido olienidas previamente (ecuadones (4-8) y (4-9)):

0.00484 + 0.00468
= . T =0.1seg. -
) (z-1)(z-0905 01seg #37
6(2)= (0.3682 +0264 oo @39

z-1)(z-0.368)

El andlisis de |la estabili dad se redizareemplazando la variable z a partir de su defini-
cién (z=e!“") y graficandoel méduo y lafase de lafuncién de transferencia para los valores
de wT comprendidosentre Oy 7z En lasfiguras 4.6 y 4.7. se han representado los diagramas del
sistema muestreado correspondentes a un periodo e muestreo de T = 0.1seg. y 1 seg. respedi-
vamente.

Gm=26.167 dB (at 4. 4357 rad/sec), Pm=49.581 deqg. (at 0.786 rad/sec)

50 T T

o
&

50 : T - - — . 7

-100

Phase (deq); Magnitude (dB)

-150

-200

-250

-300 1 il 1
4 4

Frequency (rad/sec)

Figura 4.6. Diagrama en funciéon ce lafreauenciadel sistemadigital para T=0.1 seg.
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Gm=7.576 dB (at 1.3244 rad/sec), Pm=30.384 deg. {(at 0.77173 rad/sec)
40 . . .

Phase (deq); Magnitude (dB)

-250 o :
107 10

Frequency (rad/sec)

Figura4.7. Diagrama en funcion ce lafreauenciadel sistemadigital para T=1 seg.

Dd andlisis de las figuras s observa que d sistema muestreado es mas inestable que d
de tiempo continuoy que ademas €l grado ck inestabili dad aumenta d incrementar el periodo de
muestreo. Los mérgenes de ganancia (MG) y fase (MF), para d sistemamuestreado para T = 0.1

seg. y T = 1seg. valen:
T =0.1seq MG=26dB; MF=50

(4-39)
T =1segq; MG=7.6dB; MF=30

Como se ha purtudlizado, s se enpleala transformadén hlined, la respuesta en fre-
cuencia puede ser aproximada por los diagramas de Bode, es dedr, sus aproximadones por li-
neas redas pueden ser diredamente utili zadas para anali zar la estabili dad de los sstemas mues-
treados. En efedo, empleando la transformadon hlined, las expresiones (4-37) y (4-38) se
transforman en:

— 2 —
0.00016w ; 0.1872w+ 3.81; T =0.1seg (4-40)
3.81w° +3.80w

G(w) =

-0.0381(w—-2) (w+12.14) ; T =1seg (4-41)
w (w+ 0.924)

G(w) =

En las figures 4.8 y 4.9, se han representado los diagramas de Bode en el plano w co-
rrespondientes alas expresiones (4-40) y (4-41).
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Bode Diagrams

Gm=26.15 dB (at 4.5074 rad/sec), Pm=48.49 deg. {(at 0.78751 rad/sec)

50 e -

Phase (deq); Magnitude (dB)

300 M | AR | i Ll ; FEPITR | : ; |
-2 2

Frequency (rad/sec)

Figura 4.8. Diagramas de Bode del sistemadigital en € plano w, para T=0.1 seg.

Bode Diagrams

Gm=7.5742 dB (at 1.5602 rad/sec), Pm=30.359 deg. (at 0.81314 rad/sec)
50 T T 7 T

Phase (deg); Magnitude (dB)

350 i ; | R I TR
107 100 10 10 10

Frequency (radfsec)

Figura4.9. Diagramas de Bode del sistemadigital en el plano w, para T=1 seg.
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Del andlisis de las figuras s desprende gque los mérgenes de ganancia y fase pradica
mente arresponcen a los obtenidos previamente (eauadon (4-39)). La Unicadiferencia @n los
diagramas de las figuras 4.6 y 4.7 es que la cdibraddn en freauencia se ha modificado (eaua
cion 415), permitiendoel uso de las aproximadones por lineas redas.

V. 8.CRITERIO DE ESTABILIDAD DE NYQUIST.

Como en los casos del criterio de Routh—Hurwitz y de los diagramas de Bode, € criterio
de estabilidad de Nyquist, desarrollado pera sistemas continucs, puede alicarse diredamente a
sistemas discretos mediante d empleo de la transformada bili ned.

Sin embargo € criterio de estabilidad de Nyquist puede ser desarrollado a partir de la
funcion ce transferencia del sistema muestreado en el plano z. Como en €l caso de tiempo corti-
nug, €l desarrollo del criterio se basa en la glicadén del Principio de Cauchy, pero, en el caso
discreto, en lugar de rodea todo e semiplanoizquierdo s, € camino de Nyquist para andlizar la
estabilidad en el planozes € circulo untario rodeado en sentido antihorario.

Lafuncion caraderisticadel sistema muestreado F(2) puede ser fadorizada como:

m

KT1(@E-2)
F(2) =1+GH(z) =—=——. (4-42)

Z_pi)

1=1

Al reaorrer € circulo uritario del plano z en sentido antihorario, €l criterio de Nyquist
estableceque:

N=Z-P, (4-43
donck;

N representa ¢ ndmero de giros en sentido haario de lafuncion F(z) arededor del pun-
to -1.

Z el nimero de ceos de la ewiadon caraderistica (F(2)), situados fuera del circulo uni-
tario.

P el nimero de pdos delafuncion ce transferencia alazo abierto (GH(2)) o de la eaia
cién caraderistica(F(2)) situados fueradel circulo untario.

Ejemplo:

Supéngese & mismo ejemplo analizado previamente. El estudio de la estabili dad del sis-
tema muestreado mediante d empleo del criterio de estabilidad de Nyquist puede redizarse a
partir de los planos z o w. Si partimos del plano z, para un periodo de muestreo de T = 1 seg.,
resulta:

G(2) = 0.368z+0.264

= (2-1)(2-0369 T=1seg. (4-44)

Dado que lafuncion ce transferencia G(2) tiene un pdo sobre @ circulo unitario ubcado
en z=1, e camino ce Nyquist debe esquivar dicho purio. Ladesviadén ck latrayedoria de Ny-
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quist alrededor del purto z=1 se redizausuamente siguiendoel caminoz=1+pe!, conp-0y
6 variando && -1M2 a 172.

El diagrama de Nyquist resultante se ha representado en lafigura 4.10.

Nyquist Diagrams

Imaginary Axis

Real Axis

Figura4.10. Diagramade Nyquist del sistema digital para T=1 seg.

L os margenes de ganancia y fase obtenidos de la figura ainciden con los hallados pre-
viamente:

MG = 1/(1-a) =2.4
MF = 30° (Tener en cuenta las escdas de lafigura)

Si la glicaddon el criterio de Nyquist se rediza e €l plano w, para un periodo ce
muestreo T = 1 seg. lafuncién e transferencia del sistema muestreado en € plano w esta dada
por:

~0038Uw=2) (W+1214). L _, 0 (4-45)
w (w—0.924)

G(w) =

Como lafuncidon de transferencia tiene un pdo en € origen, dicha discontinuidad debe
ser evitada. Para dlo el contorno de Nyquist sigue usualmente una trayedoria drcular, alrede-
dor del origen, de radio infinitesimal. El diagrama de Nyquist resultante coincide wn el repre-
sentado en lafigura 4.10 ya que la Gnica diferencia entre anbos diagramas radica en la cdibra-
cién en frecuencia del mismo.



CAPITULO CINCO.

COMPENSACION CLASICA DE SISTEMAS
MUESTREADOS.

V.1.INTRODUCQON.

En este capitulo se discuten algunes de las témicas clasicas en el disefio de mntrolado-
res digitales smples. Ellas n:

- Controladores de tiempo minimo.

- Témicas de groximadon nunérica Disefio de controladores digitales por aproximadon ce
controladores de tiempo continuo.

- Témicas del lugar delasraices.
- Compensadén en € dominio w.

En la secddn 6 se rediza una breve discusion acecade dguncs aspedos esenciales a
tener en cuenta en la decdon dal periodo e muestreo.

V.2. CONTROLADORESDE TIEMPO MINIMO.

Como se ha cmmentado en secdones previas, un sistema digital cuya funcion ce transfe-
rencia T(2) tiene todcs aus polos en z=0, presentala particularidad de tener una respuesta impul-
siond finita. En dtras palabras, su comportamiento transitorio se ayota en n periodos de mues-
treo, siendon el orden del denominador.

Ejemplo 1

Considérese la respuesta transitoria aun puso uritario del sistema de funcion de trans-
ferencia

2 +3z2°-2z+1
T(2)= = . (5-1)
Su respuesta aun impulso untario, es:
Yor =27{T (2} (5-2)
Yor = 1|:5nT + 3[6(n—1)T -2 |:6(n—2)T +1|:5(n—3)T : (5-3)

Enlafigura5.1 puede observarse que larespuestatransitoria se agotaluego ce n = 3.



Yt
=
=9
=9

nT

Figura5.1.

En estasecdén se analiza @mo puede disefiarse un compensador digital alos efedos de
obtener unafuncién de transferencia de lazo cerrado qLe presente esta caacteristica

Se supondan las sguientes espedficadones para d disefio:

a) latransferencia de lazo cearrado T(2) debe corresponder a un sistema de respuestaimpulsional
finita, debiendoextinguirse su respuesta transitoria (correspondente alos instantes de muestreo)
en el menor tiempo paible. Es importante destaca que en principio, € planteo que se propore
sblo aseguralo que sucede en los instantes de muestreo,

b) el error de estado estadonario auna determinada excitadén debe estar acotado a €y,
c) lasefial de mmandou,r debe estar acotada en un \alOr Upy ,

Latransferenciade sistemadelazo cerrado es:

_ 1) 7[5()
- D(z) (-2 )z%g
z

1+D(z) - )

: (5-9)
G(s)O
U—0
s i
A los efedos de ssimplificar |as expresiones definimos:

G(z)=0-27) zé‘@@, (5-5)

luego

T (z) D (z) G (z)

“1+0()6(D) =0

Para aumplir con la espedficaddn a), todas las raices de la expresion (1+D(2)G(2)) de-
ben estar en el origen. Esdedr, que d denominador de T(2) debe ser delaforma:



n

z
pol(2)

siendo pal(2) un pdinomio en zy n un entero gue determina d nimero de muestras en gue se
agota d transitorio.

1+ D(Z)G(z) =

(5-7)

Si la ewadon (5-7) es reanplazala en la (5-6), se observa que dedivamente T(2) es
unatransferencia de respuestaimpulsional finita.

T(z)=2 "~ Pol2) _ZF;O'(Z) . (5-8)
La expresion dal controlador puede despejarse de la ewiad6n (5-7):
_2"-pollz) 1
D(z)= ) .
=00 62 ©9

A partir de esta emladdn se pore de manifiesto que para que D(2) pueda ser implemen-
tado, €l orden de pd(2) no plede ser otro que n (tener presente que, siempre la transferencia di-
gital que rresponce d conjunto recnstructor y e sistema G(s) tiene slo un pdo més que d
ndmero de caos).

A los efedos de determinar € polinomio pol(z) més adeasado pweden evaluarse los -
guientes aspedos.

a) la decddn ce pal(2) influye sobre @ error de estado estadonario

b) los coeficientes del painomio pal(2) (con excepcidn del primero) corresponden a los valores
de las muestras de salida durante & comportamiento transitorio (respuestaimpulsional)

C) existe un compromiso entre las espedficadones de cmmportamiento transitorio, y la ac¢dn ce
control disporible.

Analicemos como influye pol(2) sobre @ error de estado estadonario. El error esta defi-
nido po:

E(z)=R(2)-Y(2)=R(@2)-T(2)], (5-10)

luego, reemplazando (5-8) en (5-10), resulta

£(2)= R(z) P2@) 5.1

R(z)=~-, (5-12)

latransformada de la seauencia de muestras correspondente d error resulta:



E(z)= 2 pol(z) . (5-13)

Luego € error de estado estadonario es.

ollz

lime, = lim p() (5-14)
n-o z-1 Z

lime, =1im pol(z). (5-15)
n-oo Z->

De la expresion anterior resulta obvia la mnveniencia de degir pdl(z) de manera que
contenga un fador delaforma(z1). Este andlisis puede extenderse sin mayores complicadones
aotrostipos de excitadones.

El otro fador predominante para degir pol(2) es e comportamiento transitorio deseado
ya que los coeficientes de pol(2) estan intimamente ligados a larespuesta transitoria.

Una vez oncluido € primer disefio debe verificarse que, debido a las exigencias en
cuanto el comportamiento transitorio, la amplitud ce la sefia de wmando nosupere d valor
maximo U (espedficaddn c). De ser este d caso, se deberian disminuir las demandas en
cuanto a compartamiento transitorio eligiendo unn mayor. Dicha verificaddn puede ser redi-
zadapor cdculo osimuladdnteniendo presente que:

u@=. P&

= 1+0(2)6() " (19

Pese aque d disefio propuesto asegura que luego ce n muestras, la salidaiguala alare-
ferencia en los instantes de muestreo, podia cder la posibilidad de que la sefial continua de sa-
lida estuviese oscilando a una freauenciaigual ala mitad de la de muestreo. Esta situadén ple-
de ser detedada apartir de analizar las muestras de la acédn ce @ntrol u,r (tener presente que
lasefial u(t) es constante entre las muestras).

Ejemplo 2

Un motor de @rriente mntinua (eauadon ce transferencia (5-17)) es empleado para €
control de velocidad de una dnta transportadora. Se pretende disefiar un controlador digital
D(2) que permita que @ sistema dcance é estado estadonario en el menor tiempo paible, con
error de estado estadonario nuo ante excitadones constantes. El acdonador de potencia tiene
unagananciade 10, no pudendotrabajar con tensiones de entrada superioresalos 5 valts.

Usualmente, desde d purnto de vista pradico, € efedo de la mnstante de tiempo asocia-
da d poo eédrico puede ser despredado frente d correspondente d de la cnstante de tiempo
mecdnica, en particular s se hace ontrol de par. Esta simplificaddn ha sido redizada en la
eaacion (5-17).

G(S)D K _ 014
JIs+F 30s+1

(5-17)



con:

J = momento deinerciadel gede rotor y dela caga

F = coeficiente de fricddn viscosa del motor y dela caga
K= ks [0; [k

ki= constante de proparciondlidad entre la crriente de canpois y € flujo.

La transferencia digital G(2) (correspondente d reconstructor, aduador y motor) para
T=0.2 seg. resulta:

0.09
G(z)= 0935 (5-18)
r 3 er-| D UnT D/A u(t A Motor y(t)
—T~ D@ )
Figura5.2

De amerdoaladiscusion previapuede degirse n=1y pol(2)=(z1) alos efedos de que
el estado estadonario se dcance en sdlo uramuestray con error nulo. Segunla ewadon (5-9)
el controlador digital resulta:

b(2)= 11.07(z-0.935) |

(z-1)

(5-19)

En la figura 5.3a puede observase que dedivamente, cuando se enplea & controlador
de la ewadon (5-19), la variable mntrolada dcanza é estado estadonario luego de una mues-
tra

Este omportamiento transitorio éimo puede dcanzarse sélo si el acdonador de potencia s
cgpaz de entregar la energia necesaria. En la figura 5.3b se observa la acédn de control ur, la
cual es superior alapermitida en nuestro problema.
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0.5¢

ynT

b)

10¢

unT

Figuras 5.3 @) y,r para(n=1). b) u,r

A los efedos de poder cumplir que unr < U €l disefiador podria reducir sus exigencias
desde d purto devistatransitorio.

Con edta findlidad puede degirse n>1y pd(2) otro pdinomio (siempre manteniendo unfador
de laforma (z1) para anular € error de estado estadonario). Por g emplo, si se dige n=3y
pol(2)=(z>-0.37-0.32-0.4) resulta un controlador:

D(z)= 1111(0.32° +0.3z+0.4) (- 0.935)

(#-0322-03z-04) (20

Las variables controladas y de cntrol para este cao pueden ser observadas en las figu-
ras 5.4ay b respedivamente.



Obsérvese lareladdn entre los valores de las muestras de la sefial controlada y los de los coefi-
cientes de pal(2).

1.5— \ \

a)

0.5¢ ,

ynT

Unt

Figura5.4. @) y,r para(n=3). b) ur



V.3.DISENO DE CONTROLADORESDIGITALES FOR APROXIMACION DE
CONTROLADORESANALOGICOS.

El disefio de un controlador digital suele ser redizado empleandotémicas de andlisisy
disefio propias de sistemas muestrealos (como la discutida en lasecdon grevia).

Potencialmente, estas témicas permiten oktener controles mas versétil es que los que se pueden
conseguir con compensadores analdgicos. Sin embargo, existen aplicadones donce los contro-
ladores analégicos han demostrado trabajar satisfadoriamente, razdn pa la awal en muchas de
estas aplicadones ® prefiere disefiar os controladores digitales como aproximadoén ce los con-
troladores ana dgicos (figura 5-5). Este es, por ggemplo, €l caso del controlador PID (controlador
de aceon popacional, integral y derivativa) cuya implementadén dgital es $lo ura groxi-
madon numéricade la ewadon integro-diferencial de su version analégica(eauadon (5-21)).

4 1 de(t)O
u(t)—KpEe(t)+_|_‘[oe(t)dt+Td i E (5-21)

donce:

K, eslagananciaproparcional (100/Banda proparcional)
T, esel tiempointegral

Ty esel tiempo cerivativo

Sistema

Témicasde Transferencia
ntal disefio dagital. digital del
cortrolar. controlador.

Témicasde
disefio anal 6gico.

Aproximcion
numerica

Transferencia analogica
del controlador

ealadonintegro-diferencial.

Ecuadon ce diferencias;

Implementad6n el
controlador digital.

Figura5-5.



V.3.1. APROXIMACIONES NUMERICAS.

A cortinuaddn citamos algures de las aproximadones huméricas mas comunmente
empleadas para gproximar laintegraddny ladiferenciadon.

l-integral

a) Reglaredanguar hacia delante. Segunestaregla, laintegral (5-22), es dedr € arreabagjo la
curvae(t) (figura 5-6), puede ser aproximada por la sumatoria (5-23).

ut)= I; eft) dt (5-22)
u;=T ZeIT : (5-23)
e(t)
t
T 2T (n-DT nT

Figura5-6 Aproximadon celaintegra por la"reglaredanguar aizquierda’.

La ewadon (5-23) (conacida como “algoritmo de posicion’) no es Util para su aplica
cion dredaya que requiere dmacenar todas las muestras pesadas de una sefiad para goroximar
laintegral en € instante t=nT. Normamente se anplea & algoritmo reaursivo denominado “de

velocidad” en e que sblo es necesario amacenar algunes muestras. A partir de la exiadén
(5-23) es:

n-2
Uy =T Z & +T € - (5-24)

Esta expresion piede reducirse glicando nievamente la ewiadon (5-23) a

Uyr = u(n—l)'l' +T e(n—l)'l' (529



La ewiadon (5-25) es de glicadon inmediata y requiere solamente la utilizadén ce la
alti ma muestra de la sefial .1yt y del resultado delaintegral en el paso previo up.yr.

Segun estaregla de goroximadon numérica, latransferencia digital de unintegrador re-
sulta:

N

-1
Lé(z 012 (5-26)

(z) 1-z*°

N

que s sevincula n la funcién ce transferencia de un integrador analégico, implicaria que
existe unatransformad én entre planos dada por:

(5-27)

b) Reglaredanguar hacia atras. Segunestaregla, laintegral (5-22) es aproximada por la eaia
cion (5-28) (figura5-7).

Uyr =T 5 &, (5-28)
1=1
luego
n-1
Uyt =T &r +T €t (5'29)
Uyt =Ugyr +T €51 (5-30)
&(f)
t
T 2T (n-DT nT

Figura5.7. Aproximadonde laintegra por la"reglaredanguar aladerecha’.

Ladiferencia on € caso anterior (eauadon (5-25)) radica en que se utili zala muestra
adua de lasefial e,y en lugar de la muestra anterior e .y . Luego lafuncion ce transferencia
digital de unintegrador es aproximada por:

1C



T
1-z71

=ok

N—r”

N—r”

Expresion que s se vincula @n la correspondente ala funcion ce transferencia de un
integrador anal dgico resulta:

1-z71

s (5-31)

¢) Regla trapezoidal. Segun esta regla, laintegra (5-2) es aproximada por la eaxiadén (5-32)
(figura5.8).

_T <
unT_E

1=1

(e(i -7 +&r ) ' (5-32)

luego:

T
Uy = u(n—1)T + E (enT + e(n—1)T) . (5-33

BT TN

T 2T (n-DT nT

Figura5.8. Aproximadon ce laintegral por la"reglatrapezoidal”.

Estaregla (eauad6n (5-33)) utilizapara d cdculo de laintegral en el instante nT € re-
sultado ce laintegral en el paso previo (U .y7) y los valores adual (e,r) y previo (enyr ) dela
sefidl. Luego, através de esta goroximadon, lafuncién de transferencia de un integrador digital
resulta:

U(z) of 1+ z*

E(z) 21-z*°
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De awmerdoala groximadon empleada seria valida la siguiente transformadon:

Dg 1-z71

. 5-34
T1+7* (>34

- diferenciacion

Diferenciacion haia atrés. Esta es la diferenciad6n mas difundda para groximar la derivada
de una sefial. Lamisma esta dada por:

5-3
dt T (539
d e<t) € ~ Q- )
dt |t:nT |:| -I- (5 36)

La expresion (5-36) solo requiere, para groximar el valor de la derivada de una sefial
en un cado instante de tiempo (nT ) e conccimiento del valor de la sefia en dicho instante
(enr) y en € instante de muestreo previo (en.yr ) (figuras.9).

€T -yt

|
—_

(n-1)T nT

Figura5.9. Aproximadon ce laderivada.

Luego, esta goroximadén implica

s T (5-37)

expresion coincidente mnla ewadon (5-31).

Las aproximadones anteriores ©n las mas empleadas para discretizer la ewiad6n inte-
gro-diferencia del controlador. Obviamente, todas tienen uncomportamiento apto en lamedida
que d periodo de muestreo sea dico frente ala dindmica del proceso bajo cortrol, condcion
gue generalmente se verifica en procesos industriales.
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Ejemplo 3.

La ewadonintegro-diferencia del controlador PID andogico es:

d e(t)% (5-39)

Si parasu dscretizadon se utili zala expresion (5-25) parala aceon integral y la (5-36)
parala acédn cerivativa, se obtiene:

Upr = Uy + kl EenT + kz Ee(n—l)T + ks BE(n—Z)T J (5-39)

con

i
2T T
k,=-K H+4 - 5-40
; % T TE (549
.
ks =K, ¢ O

Observe que e la ewadon (5-39) € término ug,.qr incluye las acdones proparcional y
derivativa cdculadas en € instante (n-1)T.

Si, paradiscretizar la ewiaddn el PID, en lugar de la ewadén (5-25) se empleapara
la acédnintegra la ewmaddn (5-33) resulta:

Uy = Ug-oyr + klD (e + kzD B:"(n—l)T + ks'D [e(n—z)'r* (5-41)

con:

kZD:—Kp%’fZTTd—TE (5-42)

AUn bgjo la supasicion ce que la groximadon el controlador digital es lo suficiente-
mente buena, € comportamiento del sistema de lazo cerrado compensado dgitalmente puede
diferir del correspondente d sistema de lazo cerrado puamente anal6gico. Esto es debido a
efedo del muestreador y recmnstructor de sefial, los cuales no han sido incluidos en la groxi-
maadon.
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En ura secddn previa se demostré que es posible modelar € conjunto muestreador re-
constructor de sefial por unretardo puo de medio periodo de muestreo. A su vez este retardo
puede ser aproximado pa una serie truncada del desarroll o en serie de la exporencia e "2, Asi
por giemplo, el conjunto muestreador reconstructor podria modelarse por:

e%2p_t (5-43)

Si lalocadon e este polo, se encuentralejana cn respedo alade los polos dominantes
del sistema a @mpensar, no hebra diferencias sgnificativas entre las repuestas de los dos lazos
de antrol. Si en cambio, este polo se encuentra proximo a los polos del sistema alazo abierto,
habra que disefiar el controlador anal égico teniendoen cuenta este polo.

V.4. COMPENSACION MEDIANTE LA TECNICA DEL LUGAR DE RAICES

V.4.1 COMPENSADOR POR RETRASO DE FASE.

El compensador por retraso de fase es empleado, en forma andloga asistemas conti-
nucs, parareducir €l error de estado estadonario. Su estructura es delaforma:

D(z) =K, 75 (5-44)

conz<zy0<z <1

Luego, laganancia de lazo abierto es de laforma:

D(2)G(2)=K, =~ Gl2). (5-45)

Como ha sido comentado en secdones previas, € error de estado estadonario se a-
cuentra asociado en formainversa d limite dela ewiad6n (5-45) cuandoz- 1 (esdedr w - 0).

Resultaobvio que s se dige d poo del compensador en z=1, se aumenta en unoel tipo
del sistema, se anula d error de estado estadonario a una determinada excitaddny se reduce é
correspondente auna excitadén ce mayor orden. Esto, en unsistema analégico, corresponce a
porer una ac¢on integral pura en € controlador, es dedr un pdo en s=0. A diferenciadelo que
sucede en sistemas continucs, donck un integrador ided no puede ser implementado, en siste-
mas discretos no existe dificultad paraimplementar unatransferencia digital con un pdo en z=1,
yaque esto sereduce aporer e coeficiente adeauado en ura exiadon reaursiva.

A los efedos de que lainclusion del polo en z=1 del controlador no afede la estabili dad
relativa del sistema de lazo cerrado cebe locdizarse @ cero del controlador en |as proximidades
de este palo.
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V.4.2. COMPENSADOR POR ADELANTO DE FASE.

Este compensador es de la misma forma que d compensador por retraso de fase (eua
cion (5-44)) pero con la mndcion que 0<z< z<1. Es empleado cuando se quiere mejorar €l
comportamiento transitorio, no dfiriendo la metoddogia de disefio ce la del caso analdgico.
Efedivamente, € disefio sereduce a

a) de awerdo a las espedficadones temporales, se dige lalocadén cke los polos dominantes
(z1, o) del sistema alazo cerrado,

b) se verificas € lugar de raices pasa por dichos purtos, a los efedos de ver s es posible awm-
plir las espedficadones con uncontrolador de acedn Uricamente proparcional,

€) s no se verificala condcidn anterior, se determina @ aporte de fase necesario que debe in-
trodwcir el compensador alos efedos de que € lugar de raices pase por 10s punos z; y z:

0D(z)=-180 - 0G(z), (5-46)
d) se digelalocdizaddn ol par poo-cero paraverificar la ondcién anterior,

€) se gustalagananciadel controlador paraverificar la cndcion e méduo

D(z)6(z) =1 (547
Ejemplo 4.
Supéngese € sistema:
_ 1 )
G(s)= So+1) (5-49)

Basados en espedficadones de respuesta temporal, se deseaque d sistema alaz cera
do presente dos polos dominantes con coeficiente de anortiguamiento = 0,7 y pulsadén ratu-
ral w,=2 rad/seg.

Si se dige T=0,1 seg., resulta:

G (z) _0,00484z+0,00468

T=0,1seg. ; (z-1)(z-0,905)

(5-49)

Para d disefio se procede a
a) De awerdo alas espedficadones, los paos delazo carado deben locdizarse en:
21,2=0,86+) 0,125
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b) En lafigura’5.10 se muestra d diagrama del lugar de raices para d caso en que se enpleaun
controlador proparciona puro.

Como este diagrama no pasa por los purtosz; y 7, se disefia un controlador por adelanto de fa
se alos efedos de verificar las espedficadones.

0.6/ \ |
\\
0.4’ \\\\ ]
\\
” |}
5 0. = X ““‘ “\ |
|
@ 1
e O C
£ o
0.2} % | ' ]
r””l
[t
-0.4 / ]

] y
-0.6- ,'/ 1

0 02 04 06 08 1 12 14 16
Red Axis

Figura’5.10 Lugar de raices del sistema wn controlador proparcional puro.

c) El aporte de fase del compensador resulta:
0D(z) = -180- 0G(z,)=64.

d) Evidentemente, es necesario utili zar un compensador por adelanto de fase. El disefio se rea
lizafijandola posicion dal cero z=0,9 y cdculando la posicion del polo para que @ aporte de
fase seade 64'. De ese modose obtiene:

_z-09
D(2)= 7-0,73

€) El diagrama del lugar de las raices correspondente d sistema compensado (G (2D(2) se ha
representado en lafigura5.11.
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0.3
0.2
0.1

Imag Axis

-0.1-
-0.20
-0.3.

!

k =3.8637

poosdelaz
cerado:

0.8951
0.8606+ 0.1250i
0.8606- 0.1250i

0.4

0.6 0.8

Red Axis

Figura5.11 Lugar deraices del sistema compensado.

Se observa en lafigura que d diagrama pasa por 10s purntos z; y z, para una ganancia del
compensador de valor K4=3,8637. De modo que la expresion final del compensador esta dada

por:

En lafigura5.12 se ha representado la respuesta del sistema ampensado a lazo cerrado

D(z)=38637

frente auna excitadon escdon untario.

z—-09
z-073

1.21
17 OOOOOOOO@OO o COOPP COPPPOOPNY
®
0.8
_fg o)
= 0.6}
3
0.4¢
0.2+ T
11
0 1 2 3 4 5 6
nT

Figura5.12. Respuesta d escd6n el sistema compensado.
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V.5. COMPENSACION EN EL DOMINIO w.

Como ya se ha discutido, pueden emplease las ideas de compensadén pa retraso y
adelanto de fase para mejorar las caraderisticas de un sistema muestreado e lazo cerrado. En
forma andloga d caso de antroladores de tiempo continuo, estos compensadores pueden expre-
sarse en el dominio zatravés de:

D(2)=K, 2" 2. (5-50)

En sistemas corntinucs, €l disefio e estetipo ce @ntroladores suele ser redizado a partir
de larespuesta en freauencia del sistema a ontrolar, en base a epedficadones de margenes de
fase y ganancia, y alos coeficientes de aror. El disefio se ve favoreddo pa la posibilidad de
levantar la respuesta en freauencia por medio de los diagramas de Bode. Esta fadli dad noes ac-
cesible en el dominio delavariable z

Sin embargo, la misma metoddogia de disefio empleala para los sstemas cortinucs
puede ser empleala en sistemas discretos $ estos ©n analizados en el dominio w. A este dedo
debe obtenerse G(w) a partir de reemplaza

(5-51)

en la expresion ce lafuncién ce transferencia G(2). Posteriormente puede obtenerse la respuesta
en freauencia en forma groximada através de los diagramas de Bode y proceder en forma
completamente andloga d disefio clasico de compensadores continucs. A partir de esta metodo-
logia es obtenido el compensador en el dominio w:

: (552

D(z)=—"0 (553
1+—

P Iw=T(z-1)/2(z+1)
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(w, —2/T)

z+3 2>

W, (W +2/T) (W, +2/T)
~wy (w, +2/T) . (w,-2/T)"
)

D(2)

esdedr que
_ W, (w, +2/T)
- WO(Wp +2/T)

d

7= _(w,-2/T)
(W, +2/T)

Ejemplo 4.

(5-54)

(5-55)

(5-56)

(5-57)

Se desea ontrolar digitalmente la mano e un lrazo robdico la aia debe sujetar y
transportar fragiles vasos de vidrio de diferentes tamafios. El objetivo es disefiar el servomeca-
nismo dgital que mntrola & movimiento en uradirecaon del sistema de sujedon. Un dagrama
esquematico de la mano artificial, que es acdonada mediante un motor de crriente mntinua, se

ha representado en lafigura 5.13.

AY,
— o
_P»AY —— AY,
X —] —-—
— ! - ;
f u
! |
1 [}
vaso : l
l !
! %
Y 1= D max

Figura5.13. Diagrama esquemético delamano artificial.
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Para sostener firmemente d vaso de vidrio, sin romperlo, € sopate etareabierto pa
una banda dastica la wal debe comprimirse entre X=5mm y X=6mm. Un sensor de presion
permite determinar el espesor de la banda dastica ®n urapredsion ce 0,2mm. El didmetro del
vaso es desconacido, pero € didmetro maximo es de 0,2m. El movimiento de derre debe ser ra-
pidoy suave, € tiempo entre aranque y parada debe ser del orden de 0,5 seg. y no plede utili-
zase ningunsistema mecénico como ser embrague o freno.

El movimiento mecénico debe redizase en tres etapas a saber: acderadon, desacdera-
ciény posicionamiento.

- Acderadon:

Durante esta d@apa, € sistema de ac¢onamiento cerara la mano a acéeradén constante
hasta que d sensor de presién contada d vaso. La paosicion inicial de la mano abierta es igual
didmetro maximo de 0,2m.

- Desacderadon:

Esta d@apa mmienza wando el sensor de presiontoca d vaso de vidrio y termina aan-
do se detiene laoperaddn ck derre. La distancia de frenado es de X< 5mm.

- Posicionamiento:

El servomecaiismo de posicion establecela posicion final del sistema de sujedon que
es del orden de X[b,2 mm. Este valor se ohtiene teniendo en cuenta que d sistema se detiene
cuando la variable medida dcanza 5mmy que anbos, predsion el sensor y zona muerta del
lazo de wntrol son de 0,2mm.

El sobrepaso maximo admisible sera de:

M = 6-52

=15%. (5-58)

El diagrama en boques del sistema en lazo cerrado se ha indicado en la figura 5.14.
D(2) representa d controlador digital, K, a amplificador de potencia, Ky la constante del motor
cuyos polos € suporen despredables, T € vaor estimado ce la fricdén couombiana, G(s) la
planta a ontrolar y Ko lagananciadel sensor de presion.

Te
= )y>{ AD D(2) DI/A Ki Ky O G(S)

+

Ko

Figura5.14. Diagrama en bloques del sistema alazo cerrado.
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Se supore que no existe roce viscoso, de modo que la funcién ce transferencia de la
planta se obtiene por aplicaddn dredade lasegundhley de Newton.

1
G(s)= el (5-59)

doncer representa d radio delapoea(r=0,015m) y mlamasadel brazo moévil (m=1Kg.)

Las espedficadones onlas sguientes:

Acderadon:

a, =2Y,/t? =16 m/s’. (5-60)

Vel ocidad méxima:

V,=at =08m/s. (5-61)
Desacderadon:
V2
a, = m =64m/s’. (5-62

El radio delapoea esder=0,015m de modo quela awplade frenado debe ser de:
T, =rma, =0,015x1x64=0,95Nm (5-63)

Se dige un motor cuya apla maxima e de T,=1,2 Nm y su constante e de
K= 0,3 Nm/A. Se dige un amplificador de potencia de ganancia Ki=1 A/V cuya saturadén es
de l=To/K:=4A.

Dado qie la zona muerta de sistema debe ser de 0,1mm, la ganancia del controlador de-
be ser de:

K=— T -04. (5-64)
ZM K, K, K,

Lafuncién ce transferencia de lazo abierto, empleando uncontrolador proparcional, es-
tadadapor:

1

3

]

G2)=K,0-2*) zo~ (5-65)

o
I
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donce K;= Ko K¢ K, K /(r m) = 6.640 1s”.

A partir de las tablas de transformada z se obtiene:

K, T2(z+1)
G(z)="1, ¥ 7. 5-66
) 2(z-1) (569

Si se dige un periodo e muestreo de T=1,4 ms., se ohtiene:
(z+1)
(z-1F

El andlisis de la estabilidad y €l disefio ce la cmompensadén se redizaa enpleando los
diagramas de Bode en ganow.

G(z)=6,5%x10°

(5-67)

Lafuncion ce transferencia de lazo abierto en €l planow estéd dada por:

G(w)= _epa0lL* 0.000 ),

(5-68)

Los diagramas de Bode crrespondentes ala expresion anterior se han representado en
lafigura5.15.

Bode Diagrams
50

Magnitude (dB)

-100
-180

-200 5

-220 5

240} i

Phase (deg)

-260 - <

-280 !
1 2 3

10 10 10 10*
Frequency (rad/se¢

Figura5.15. Diagramas de Bode del sistema sin compensar alazo abierto en e planow.

Del andlisis de la figura se deduce que d sistema sin compensar (compensadon sola-
mente proparcional) es inestable. En efedo, anbas méargenes de ganancia (MG) y fase (MF) son
negativos y el margen de ganancia dcanzauna magnitud ili mitada. Obsérvese que d cero intro-
duceunarotadon de fase negativa debido a que se trata de un cero de no minima fase.
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El méximo sobrepaso permitido paralarespuesta d escddn cHl sistema en lazo cerrado
es del 15%. Suporiendo que d comportamiento del sistema alazo cerrado sea ¢ de un segundo
orden daminante, los méargenes de fase y ganancia deben ser:

MF>50 ; MG>10dB. (5-69)

Es necesario utili zar un compensador por adelanto de fase. Después de varios intentos
de pruebay error, el compensador elegido es €l siguiente:

D(w)=08 tH %5) (5-70)

G* \%009

Lafuncion cetransferencia a lazo abierto del sistema cmmpensado, en pganow vale:

L+ %5)(— 1+0,0007w)
0+ Wa000"

Con d fin de fadlitar la compensadén, se han representado en la figura 5.16 los dia-
gramas de Bode ddl sistema alazo abierto sin compensar y compensado.

G(w)=-53136x1C° (5-71)

_Bode Diagrams

50 ‘ — ]

o

Magnitude (dB)

-100
-100 R I S R EREE

IR ottt pp TR
- — s s — T — &9141%

U T S S R S e s

Phase (deg)

B0 - L AT

-300 : -

Frequency (rad/sec

Figura 5.16. Diagrama de Bode del sistema alazo abierto en el plano w. @) con compensadon
proparcional. b) con compensaddn pa adelanto de fase.

Del andlisis de lafigura se desprende que d sistema compensado alazo carado serd e
table. Ademas los mérgenes de gananciay fase valen:
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MF =69.859" ; MG =19.43B (5-72

Laimplementaddn dd controlador puede redizarse anpleando la transformada inversa
w. A partir dela ewiad6n (5-70), se obtiene:

D(z)= ule)_ 27,78317(Z ~09522) (5-73)
E(2) (z+0,661)
Pasandoal planotemporal, la emiaddn adiferencias resultante es:
Uy = =0,661u,,y +27,7831e,; —264551€, (5-74)

Esta esla ewiad6n a diferencias que debe ser implementada en el controlador digital.

Larespuesta d escddn del sistema compensado alazo cerrado, se ha graficado en lafi-
gura5.17.

1.4
1.2r
1r o}

0.8

sdida

0.6~
0.4-
0.2r

|
0 10 20 30 40 50

nT
Figura5.17. Respuesta d escdon el sistema compensado alazo cerado.

La figura muestra que d comportamiento del sistema alazo cerado es stisfadorio ya
que d sobrepaso es del 12%.
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V.6.ELECCION DEL PERIODO DE MUESTREO.

Como se ha mencionado, es conveniente que T seasuficientemente pequefio a los efec-
tos de que:

- la groximaddénempleala en ladiscretizad6n sea orreda,
- nose dedela estabilidad del laz,
- nosepierdainformadon cela sefial muestreada

Sin embargo, el periodo e muestreo no puede ser reducido todo lo que se quiera; ya
gue eisten, entre otras, limitadones debidas a la velocidad de cdculo del procesador digital y
dificultades debidas al “redonceo” entre las operadones. Por giemplo, un controlador de ac¢on
integral responce alasiguiente ewiadon:

Uy = ( —1)T (T/T) (5-79)

Esta acd6n adla cuando e;r es distinto de ceo, pero debido ala wantizadén, la sefial
de wontrol que sale del convertidor digital-analdgico D/A vale ceo mientras que d error esté
dentro de unintervalo (-¢, €), esto haceque mientras

er|< —e (5-76)

no se prodwzcaintegradon y haya una ammuladon de erores. La reducdon de T aumenta €
fador que multiplica d nivel de awantizadén €, aumentando la Zona muerta ejuivalente que
presenta d algoritmo.

Otro gemplo gue pore de manifiesto laimposibilidad de degir T tan pequefio como se
desee & € siguiente, supdngese la actdn cerivativa

-:fj (e(n—l)T - enT) (577

En este cao la sefial (t) entra d controlador através del convertidor A/D y por lo tanto
sélo puede tomar valores discretos distanciados en 1o gue se llama nivel de asantizadon. Esto
haceque, para d controlador, la sefid e, varie asaltos, los cuales quedan multiplicados por €
fador (Ty/T). Por lo tanto, T no plede hacease tan pequefio como se quiera.

Estos dos efedos pueden eliminarse, desde un purio de vista pradico, empleando arit-
mética de purto flotante, pero esto aumenta las exigencias de dmacenamiento y tiempo de
computadon.

Otros fadores atener en cuenta en laselecddn el periodo de muestreo T son:
- espedro e las perturbadones
- tipo ce aduador empleado
- equipo e medida
- costo computadonal.

25



En muchos casos pradicos € periodo e muestreo se selecdona en base d tiempo e
credmiento de la respuesta del proceso a un escdén, digiéndose T entre la sexta y vigésima
parte del tiempo de aedmiento.
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