Capitulo 1

Transformaciones de Procesos

1.1. sin memoria

1.2. SLIT



Capitulo 2

Representacion Espectral de Procesos

2.1. Motivacion

Hasta el momento hemos caracterizado los procesos aleatorios en el dominio del tiempo;
principalmente a través de la media y funciones de correlacion, para procesos estacionarios en
sentido amplio. Se puede caracterizar el comportamiento de PAESA en el dominio frecuencial
por medio del analisis de Fourier.

Con senales deterministicas z(t) la representacion en el dominio de la frecuencia se obtiene
utilizando la transformada de Fourier
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en la medida que la integral exista, por ejemplo si x(t) satisface las condiciones de Dirichlet.

Para el caso de los procesos aleatorios, un tratamiento directo transformando cada realiza-
ciéon no parece atractivo pues bien podria pasar que muchas realizaciones del mismo proceso
no tuvieran transformada. Sin embargo, con un poco de cuidado podremos introducir una de-
finicién apropiada y lo que es mas importante, relacionarla fuertemente con las nociones de
funciones de correlacién en el dominio temporal.

Obtendremos primero la densidad espectral de potencia para un inico PAESA y su relacién
con la autocorrelacién. Luego para dos PAESA definiremos la interdensidad espectral y su
vinculacién con la funcién de intercorrelacion. Finalmente veremos a manera de aplicaciéon como
empleando el tratamiento frecuencial se simplifica el anélisis de los sistemas lineales invariantes
en el tiempo excitados con senales aleatorias.

2.2. Densidad espectral de potencia

Como anticipamos mas arriba, para el andlisis frecuencial de procesos estocasticos resulta
mas conveniente recurrir a la nocion de potencia media que para casi todos los procesos resulta
finita, atin cuando pueda ocurrir que muchas realizaciones individuales no tengan transformada
de Fourier por no tener energia finita.

Consideremos un proceso X (t,() para —oo < t < oo. Por el momento, para evitar las
complicaciones de los intervalos infinitos, definimos la transformada de Fourier Xp(f,() del
proceso truncado al intervalo finito (—=7"/2,7/2) con T > 0. Esta transformada existe siempre,
dentro de hipdtesis amplias, porque la realizaciéon ha sido truncada a un intervalo finito dentro



del cual siempre cumple las condiciones de Dirichlet. De manera que
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Suponiendo que X (¢,() es una tensién aplicada sobre una resistencia de 1£2, la energia en la
realizacién ( del proceso truncado es
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La ultima igualdad se obtiene utilizando la relacién de Parseval y expresa la energia en el
dominio de la frecuencia. La potencia media Pr(¢) de la realizacién ¢, truncada al intervalo
(—=T/2,T/2), resulta entonces
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Observando la segunda integral, |X(f,()|?/T es una densidad espectral de potencia y tiene
dimensiones de Volt?/Hz. Notamos que tanto la energfa de (2.3) como la potencia de (2.4) son
variables aleatorias.

Las expresiones desarrolladas més arriba son todavia insatisfactorias porque i) son depen-
dientes de la realizacién y no denotan una propiedad del proceso como conjunto de realizaciones
y ii) porque el proceso fue truncado al intervalo (=7"/2,T/2). El primer cuestionamiento es con-
trarrestado tomando un promedio estadistico entre todas las realizaciones y asi poder hablar
de propiedades en cuanto a energia y/o potencia que son del proceso y no solamente de una
realizacién. La segunda objecién puede eliminarse tomando el limite para 7' — oo y asi tomar la
energia o potencia de la realizaciéon completa, en lugar de la truncada. Es interesante destacar
que el orden correcto para realizar esas dos operaciones es primero tomar esperanza y luego
el tomar el limite. Conceptualmente la razén es que si se tratara de tomar el limite primero,
es dificil asegurar que para cada ¢ > 0 exista un Ty para todas las realizaciones ( tal que por
ejemplo |E7(C) — Er(Q)] < e V(T,T") > Ty. En cambio, tomando primero la esperanza se ase-
gura la existencia de la potencia media en sentido estadistico del proceso truncado al intervalo
(—=T1/2,7/2). Tomar ahora el limite no es técnicamente dificil pues se trata solamente de una
unica funcién de 7.

En consecuencia,
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donde la ultima igualdad se justifica por el teorema de la convergencia dominada.
Vemos de (2.5) que la potencia media en sentido estadistico y en sentido temporal, Pxx se
puede expresar, en virtud de (??) y de que Ryx(t,t) = E{|X(¢)|?}, como

Pxx = lim (Rxx(t,))r = (Rxx(t,1)) (2.7)

es decir, que la potencia media es igual al promedio temporal del valor cuadratico medio del
proceso. En otros términos, la potencia media es igual al promedio temporal de la funcién
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Figura 2.1: La potencia del proceso X (¢) en una banda de ancho df alrededor de fy es Sxx(fo) df

de autocorrelacion del proceso para diferencia de tiempos nula. Es interesante notar que esta
aseveracion es valida para cualquier proceso estocastico con potencia media finita, estacionario
en algin sentido o no. Cuando el proceso es ESA resulta que Rxx(t,t) = Rx(0) independien-
temente de ¢, entonces = (Rxx(t,t)) = (Rx(0)) = Rx(0). En consecuencia, para PAESA la
autocorrelacion para retardo cero da la potencia media del proceso. Para un proceso estocastico
general la autocorrelacién para retardo cero es Rxx(t,t) y representa la potencia instantanea
en t; mientras que por supuesto, su promedio temporal da la potencia media Py x.
La ecuacion (2.6) conduce a la siguiente

Definicién 2.2.1 (Densidad espectral de potencia.) Sea X (t) un proceso estocdstico con
potencia media finita, entonces la densidad espectral de potencia Sxx(f) es

Senf)— tim FUXTULOR) (23)
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De (2.6) se aprecia facilmente el significado de la densidad espectral de potencia que des-
cribe cémo se reparte la potencia de un PA en funcién de la frecuencia. Més especificamente,
Sxx(fo)df esla potencia del proceso en una banda de ancho df alrededor de fy, ver fig. 2.1.

Ejemplo 2.2.1 Coseno con fase aleatoria

Consideremos el proceso X (t,19) = A cos(wpt+19) donde A y wy son constantes reales y positivas,
mientras que ¥ es un angulo de fase aleatorio con distribucién uniforme U(0,7/2). Ya hemos
visto que si la distribucién de la fase fuera —m, 7 el proceso seria estacionario en sentido amplio.
En este caso veremos que el proceso no es estacionario; calcularemos igualmente su potencia
media, que por ser una sefial cosenoidal sabemos que debe ser A?/2 y la densidad espectral por
definicién.

La funcién de autocorrelacién para retardo cero es

Rxx(t,t) = E{|X(t,9)|*} = A’E {cos®(wot + V) }

y usando que cos® a = (1 + cos(2a))/2 resulta

A2 A2 A2 1 w/2
Rxx(t,t) = o) E {1 + cos(2wyt + 20)} = - + o / cos (2wt + 29) dv) =
T Jo
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=5 + = cos(v)dv = 5 o sen(wot)
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Claramente la funciéon de autocorrelacion es funcion de ¢ y el proceso no es estacionario ni ESA.
Para calcular la potencia media recurrimos a (2.5) y entonces debemos promediar temporal-
mente la autocorrelacion

1 (T2 /42 A2 A2 A2 “T/2 g2
E{P;} = T/ (7 - = sen(wot)) dt = - { COS(wot)} =5 (2.9)
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y finalmente
2
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como esperabamos.

Ahora calcularemos la densidad espectral de potencia Sxx(f) por definicién. Para ello,
el proceso truncado es Xr(t,9) = Acos(wot + 9) M (¢/T) y su transformada de Fourier es
la convolucion de la transformada de cada realizacién (facil de hallar analiticamente en este
ejemplo)

X(f.8) = S0 (57 — Jo) + (7 + 1)}

con la transformada del cajén AT sinc(fT'). Es decir, que
AT 9 9 .
Xr(f,9) = S {sine(T(f — fo)) + P sine(T( + o))}

y luego el médulo al cuadrado resulta

22

Xz (f,9)] = {sinc®(T(f — fo)) + sinc*(T(f + fo))+

+ 2R {&/sinc(T(f — fo))sine(T(f + fo))} }

dividiendo por 7'y tomando esperanza matematica queda

B{|Xz(f, D)} _
T

A* {Tsmc T(f — fo)) + Tsinc>(T(f + fo))+
+ 2TE{cos(29)} {sinc(T(f — fo))sinc(T(f + fo))}}

Al tomar el limy_, los primeros dos términos convergen -en sentido distribucional- a §(f — fo)
y a 0(f + fo) respectivamente; mientras que el tercero tiende a cero. De manera que

Sxx(f) = 00— o)+ 007 + 1)

y ademas
A2 A2
PXX—/ Sxx(f df_2—:7

que coincide con el valor que obtuvimos basados en el promedio temporal de la autocorrela-
cion.l

2.2.1. Propiedades

Veamos ahora algunas de las propiedades més relevantes de la densidad espectral de potencia
(DEP):



1. La DEP es una funcién real, positiva, de la frecuencia; o sea, Sxx(f) > 0. Esto es una
consecuencia directa de la definicién (2.8). Por otra parte, como representa la cantidad
de potencia por unidad de ancho de banda, fisicamente no podria ser otra cosa que real
y positiva.

2. Cuando el proceso X () es puramente real o puramente imaginario, la DEP es una funcién
par; es decir Sxx(f) = Sxx(—f). Esto deriva de (2.8) pues el médulo al cuadrado de la
transformada de Fourier de cada realizaciéon del proceso truncado es par con los procesos
indicados, pero no lo es cuando el proceso es complejo en general.

3. El area bajo la curva de la DEP es igual a la potencia media, temporal y estadistica, del
proceso; o sea [ Sxx(f)df = (Rxx(t,t)). Esto resulta de las ecuaciones (2.5 - 2.7). O
mas aun, la potencia media de un proceso es el promedio temporal de su valor cuadratico
medio. Cuando el proceso es ESA el area bajo la curva de la DEP es simplemente igual
a la autocorrelacién del proceso para retardo cero, Rxx(0), o valor cuadrético medio.

4. La DEP y el promedio temporal de la funciéon de autocorrelacion son pares transfor-
mados de Fourier; es decir, F{(Rxx(t,t + 7))(7)} = Sxx(f) v (Rxx(t,t + 7))(7) =
FHY{Sxx(f)}. Este importantisimo resultado se conoce como Teorema de Wiener — Khin-
chine y daremos su demostraciéon solo para PAESA en el apéndice D. Cabe destacar que
el teorema provee la manera mas sencilla de obtener la autodensidad espectral calculando
la transformada de Fourier de la funcién de autocorrelacién en el caso de PAESA o la
transformada de Fourier del promedio temporal de la funcién de autocorrelacion, en el
caso de procesos generales.

2.2.2. Ancho de banda equivalente

Por ahora no.

2.2.3. Ruido blanco

Ya hemos definido el ruido blanco en § 7?7 a partir de su funcién de autocorrelacion. Puesto
que Rxx(t1,t2) = nd(t; — t2) resulta un proceso estacionario en sentido amplio y podemos
escribir més sucintamente que Rxx(7) = nd(7). Entonces su densidad espectral es

Sxx(f) = /;oo RX)((T)eijQﬂ'deT =17 (210)

oo

como se ilustra en la figura 2.2. Observando la misma puede explicarse el nombre de ruido
blanco ya que, a semejanza de lo que ocurre con la luz visible, cuando el espectro tiene la
misma intensidad en cada uno de sus “colores” la luz se dice que es blanca.

El area de la delta de Dirac que es la autocorrelacion suele llamarse intensidad del ruido
blanco y vemos que es simplemente el valor de su densidad espectral de potencia. Es importante
notar que tal valor NO es la potencia del ruido pues esta es infinita. También existe el ruido
blanco no estacionario donde la intensidad es dependiente del tiempo, por ejemplo Rxx (t1,t2) =
n(t1)0(ty — t2). Es irrelevante si n es funcion de t; o de t5, lo que interesa es que ya no resulta
homogéneo en tiempo. Aqui la denominaciéon de ruido blanco es mas dificil de justificar, pero
se lo sigue denotando de esa manera aunque también suele llamérselos como procesos con
correlacion microscépica. Los procesos con correlacién microscopica no constituyen meramente
abstracciones sino que encuentran multiples aplicaciones en sistemas como sonar (relevamiento
del fondo submarino, bisqueda de bancos de peces, etc.) y en radar (guia de aviones para entrar

6



Rxx(T) Sxx(f)
no(7)

0 0 f

Figura 2.2: Funcién de autocorrelacion y densidad espectral de potencia del ruido blanco ESA.

a un aeropuerto, sondeo de frentes de tormenta, relevamiento de propiedades de la superficie
terrestre -cosechas, humedad, perfil, composicién- desde satélites o aviones, etc.)

Una de las formas més frecuentes del ruido blanco es el llamado ruido blanco gaussiano. Es
simplemente un proceso estocastico de ruido blanco cuya distribucién de amplitudes es gaus-
siana. Es decir, supongamos que el proceso es W (t) con Ryw(7) = 1,0(7). Entonces para un
instante arbitrario ¢; consideremos la variable aleatoria W (t;). Por lo pronto, su distribucién de
probabilidades es gaussiana. Por la forma de la funcién de autocorrelacién inmediatamente po-
demos establecer que W (t;) tiene media nula, aunque su varianza es “infinita”. Frecuentemente
en forma errénea se dice que tiene varianza 7, pero esto es incorrecto ya que n,, es la densidad
espectral de potencia. Seleccionando otros instantes de tiempo %9, t3, ..., se pueden analizar las
distribuciones conjuntas de dos variables aleatorias W (ty), W (ty); de tres W (tq), W (ta), W (t3);
etc. Por hipotesis esas distribuciones son gaussianas, pero lo que resulta interesante es observar
que la covarianza de cualquier coleccién de VA W (t;), W (t;) es nula para todo ¢; # t;, o sea que
siT=t;—t; #0es Ryw(r) = 0. En consecuencia, W (t;), W(t;) son independientes Vt; # t;.

Ya hemos dicho que en la realidad es imposible encontrar un proceso que sea puramente de
ruido blanco y que en su forma exacta es sélo una abstraccion matemdtica, aunque extrema-
damente util. En la practica lo que se encuentra muy frecuentemente es ruido cuya densidad
espectral de potencia es constante en una banda de frecuencias (—B/2, B/2). En ese caso, la
funcién de autocorrelacién y la dep son las mostradas en la figura 2.3 {Note que debido a un
error, la figura tiene mal marcados los puntos del eje de frecuencias que deben ser “—B/2" y
“B/2”. Ademads en el eje de ordenadas de la autocorrelacién debe leerse Bn en lugar de 2Bn.}

2By ) Fixx (7) Sxx(f)
n
HERE A
- >/\ JANANE : ] :
B v U 3 -B B f

Figura 2.3: Funcion de autocorrelacion y densidad espectral de potencia de ruido que puede
considerarse “blanco” (siempre y cuando no interese observar correlaciones de VA del proceso
separadas menos de unas 3 o 4 veces 1/B, dependiendo de la aplicacién y precision de calculo
deseados).



2.3. Interdensidad espectral

2.3.1. Motivacion

Vimos que la autodensidad espectral describia la reparticiéon de potencia en funcién de la
frecuencia de un proceso estocastico. A través del teorema de Wiener-Khinchine vimos cémo
hay una estrecha relacién entre la autocorrelacién y la densidad espectral de potencia pues son
pares transformados de Fourier. En esta seccién veremos que se pueden analizar las propiedades
conjuntas de dos procesos en el dominio de la frecuencia con un tratamiento similar al que hemos
hecho para un sélo proceso.

Ni bien consideramos en un problema dos procesos estocdsticos aparecen inmediatamente
en el andlisis las funciones de intercorrelacion. Si hiciéramos ese mismo andlisis en el dominio
de la frecuencia veriamos que aparece la necesidad de contar con la transformada de Fourier
de la intercorrelacién. En efecto, supongamos que sabemos que el proceso Z(t) se construye de
la suma de los procesos X (t) e Y (), tal como explicamos en §??. Consideremos la funcién de
autocorrelacion de Z que resulta

Ryz(ti,ta) = BE{Z(t)Z(t2)"} = B{(X(t2) + Y (1)) (X (£2) + Y (£2))"} =

2.11
= Rxx(t1,t2) + Ryy(t1,t2) + Rxy (t1,t2) + Ry x(t1,t2) ( )

No podriamos tomar simplemente la transformada de Fourier de esta expresién. Si se tomara
antes el promedio temporal de cada lado de la igualdad entonces al menos sabemos que existirian
las transformadas de Fourier de los términos que involucran autocorrelaciones, por lo visto en
la seccion §2.2.1. El promedio temporal del lado izquierdo también tendria por transformada de
Fourier la auto-dep del proceso Z, Szz(f). Sin embargo, querriamos estar seguros del significado
de los términos que surgen del tercer y cuarto términos del lado derecho en (2.11).

Una inquietud en similar direccién surge cuando se analizan las correlaciones entre procesos
estocasticos a la entrada y a la salida de un sistema lineal. El analisis en el dominio temporal
se puede efectuar mediante las apropiadas funciones de correlacion. Pero asi como el analisis
frecuencial suele aportar nuevas herramientas para describir el comportamiento de los siste-
mas lineales excitados con entradas deterministicas; esperamos poder hacer también analisis
frecuencial cuando las entradas son aleatorias. Y en ese caso necesitaremos ver la relacion entre
intercorrelaciones (de la entrada y salida) y la transformada de Fourier de cada realizacién.

2.3.2. Interdensidad espectral e intercorrelacion

Consideremos los procesos estocésticos X (t) e Y () y realizaciones genéricas de los mismos
X(t,¢) e Y(t,€). Por las razones expuestas cuando consideramos un tnico proceso no podemos
esperar que tener en cuenta en forma separada transformadas de Fourier de las realizaciones
aisladas nos de mucha informacién de lo que sucede en forma conjunta con los dos procesos.
Replicamos las ideas expuestas en §2.2 y truncamos las realizaciones al intervalo (—7'/2,7/2).
Bajo hipdtesis poco restrictivas las realizaciones truncadas resultan Fourier transformables, es
decir existen

Xo(f, Q) = FAX (O N (/T)}
Yr(f,€) = F{Y (t,§) N (¢/T)}

La energia conjunta de las dos realizaciones se obtiene integrando el producto de las realizaciones
truncadas entre —7'/2 y T'/2. Dividiendo por T se obtiene la variable aleatoria Pr((,§) que

(2.12)



representa el promedio temporal de la potencia conjunta de las realizaciones truncadas. Es

decir,
T/2

PO =7 [ Xeoveea=g [ Xarovirod @)
—T/2 —0o0
donde la tltima igualdad se obtiene de usar el teorema de Rayleigh [?]. Para obtener una
potencia conjunta que sea propiedad de los dos procesos y no meramente de las realizaciones
elegidas, debemos promediar la variable aleatoria Pr((, £) entre todas las realizaciones. Ademads,
para llevar la potencia conjunta desde el intervalo (—7'/2,7/2) hasta cubrir las realizaciones
en forma total se deberd tomar el limite para T' tendiendo a infinito. Ya hemos razonado en
§2.2 sobre el orden en que deben llevarse a cabo estas operaciones. Por lo tanto, tomando la
esperanza sobre todas las realizaciones de X e Y, es decir sobre todos los pares (¢, ), se obtiene

T/2 00
Pr=B(PrC Ot =g [ Ratod=g [ BOGUYRTE 1)

Finalmente, tomando el limite se obtiene la potencia total conjunta de los procesos Pxy como

T/ oo .
Pxy = lim Pr= lim 1 / 2 Bp(t, )t = / g B ()Y (f) }df

—00 T—00 ~T/2 o T—o0 T

La primera igualdad indica que la potencia media conjunta de los dos procesos estd dada por
el promedio temporal de la funcién de intercorrelacién con retardo cero. Invirtiendo el papel de
X(t) e Y(t) se pueden obtener relaciones para la potencia Py x. La tltima igualdad sirve para
definir la interdensidad espectral

Definicién 2.3.1 (Interdensidad espectral de potencia) Sean X(t) e Y (t) dos procesos
estocdsticos con potencia media finita, entonces la interdensidad espectral de potencia Sxy (f)

es
Sxv(f) = tim ZETDYrU)) (2.15)

T—)OO T

Y
E{Yr(f)X *

Syx(f) = lim Y (f)Xr(f)*} (2.16)

T—)OO T

En consecuencia la potencia media conjunta puede obtenerse como

Pxy = (Rxy(t,t)) = / Sxy (f)df (2.17)

segtn sea la informacion de que dispongamos; es decir intercorrelacion o interdensidad espectral
de potencia.

Observemos que de manera completamente similar se puede desarrollar el concepto de la
potencia media conjunta Py x y las relaciones

Pyx = (Ryx(t 1)) = /_ T S (f)df (2.18)

Insistimos en el significado de la interdensidad espectral Sxy (fo) representando la potencia
media Sxy (fo) df que tienen en comun los procesos X e Y en una banda de ancho df alrededor
de la frecuencia fj.



2.3.3. Propiedades

Ahora presentamos algunas de las propiedades mas relevantes de la interdensidad espectral
de potencia (IDEP):

1. Es una funcién con cierta simetria Sxy (f) = Sy x(f).

2. El area bajo la curva de la IDEP es igual a la potencia media, temporal y estadistica,
conjunta de los procesos. Cuando el proceso es ESA el area bajo la curva de la IDEP es
igual a la intercorrelacion del proceso para retardo cero, Rxy (0).

3. LalDEP y el promedio temporal de la funcién de intercorrelacién son pares transformados
de Fourier; es decir, F{(Rxy (t+7,t))(17)} = Sxy(f) y (Rxy (t+7,t))(7) = F{Sxv(f)}.

Ejemplo: proceso retardado

2.3.4. Relacion con la densidad espectral de energia

Se sabe que si g(t) y h(t) son dos senales deterministicas de energia con transformada de
Fourier G(f) y H(f) respectivamente, entonces se define la autocorrelacién de g con h como
Yon(T) v estéd dada por

() = / gt +7) b (1) dt (2.19)

o0
Aplicando directamente el teorema de Rayleigh resulta que la interdensidad espectral de energia
esta dada por

Lon(f) = Flvgn(m)} = G(SIH*(f) (2.20)

Estas formulas pueden ser especializadas para la autocorrelacién de la sefial g(t), v44(7) resul-
tando en

wlr) = [ ot )g (0 221
y en la autodensidad espectral de energia de g
Log(f) = Flyge(r)} = IG()I? (2.22)

Puede observarse claramente el paralelo con el desarrollo que hemos presentado para los
procesos estocasticos; en particular para el teorema de Wiener-Khintchine. Este paralelo es tan
notorio que sugiere el camino para un tratamiento directo de la transformada de Fourier de
procesos.

Esqueméticamente, definir el proceso estocéstico (en la frecuencia) “transformada de Fourier
de las realizaciones de un PA (en el tiempo)” como

X1 = [ Xwoe i

similarmente para el proceso Y'(¢,<) se define su transformada de Fourier Y'(f, ). Luego, mo-
tivado por las relaciones deterministicas, definir

Sxy (f) = B{X (.Y (f.)} v Sxx(f) = E{X(f,Q)X*(f.0)} = E{|X(£.9)I"}  (2.23)

Esta forma tan sencilla de plantear la densidad espectral de potencia para un proceso no es rigu-
rosa, dentro de los elementos con que nos hemos manejado. Asimismo origina algunos equivocos
como creer que uno puede “estimar” la autodensidad espectral de potencia tan simplemente
como tomando el modulo al cuadrado de la transformada de Fourier de una realizacién de un
proceso. Sin embargo, ain cuando solamente desde un punto de vista formal, usar las expre-
siones (2.23) resulta cémodo y rapido.

10



2.4. Estimacion - medicion de la funcion de correlacion

y la DEP

Por ahora no.

2.5. SLIT

2.6. Secuencias aleatorias

2.6.1. Wiener

Discusién. NO tanto W-K sino toda la metodologia Wiener con promedios temporales...
(Koopmans, Priestley, Jenkins-Watts...) Doob, Gnedenko y Teor. de Bochner.. pondremos algo?

11



Apéndice A

Distribucion conjunta de 2 o mas
variables aleatorias
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Apéndice B

otra mas no en la linea principal
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Apéndice C

Slutsky y condics para ergod
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Apéndice D

Autodensidad espectral
autocorrelaciéon

En la §2.2.1 mencionamos el teorema de Wiener-Khinchine que vincula la funcién de auto-
correlacion con la autodensidad espectral de un proceso.

Demostraremos este teorema suponiendo que el proceso estocastico X (¢, () es estacionario
en sentido amplio. De acuerdo con lo expuesto en (2.2) la densidad espectral de un proceso
estocastico se define como

E{|X7(f, O}

SXX (f) T~>oo T

donde X1 (f, () es la transformada de Fourier de una realizacién genérica ¢ del proceso, truncada
al intervalo (=7/2, T/2); o sea

(D.1)

T/2 ‘
Xr(f.O = [  X(tQe ™/ dt
—7/2
Puesto que
T/2 4
Xr(f,Q) = [ X&) e dt
—T/2
Entonces | X7 (f,¢)|? resulta
T/2 T2 ‘ ‘
[ X7 (f, OF = Xr(f,¢) Xr(f,¢) / X(t1,Q)e P X (ty, ¢) eI dty dt,
T/2 -T2

Tomando la esperanza matematica de ambos miembros, e introduciéndola dentro de la integral
doble (se puede pues ambas integrales de la esperanza del integrando existen),

T/2 T/2 }
E{|Xr(f, O} = / / E{X (t1,0)X (ty, ) Yel2™ t2=1) gt dt, =

T/2J-T1/2

T/2  T)2
/ / Rxx(t1, t2)€j2ﬂf t2=0) ¢, dt, (D.2)

T/2J-T)2

Hasta este punto no hemos usado que el proceso es ESA. Ahora introducimos la funcién de
autocorrelaciéon de la dnica variable retardo Ry x(t1 — t2) = Rxx(t1,t2). Recordemos que pa-
ra evitar la proliferacién de nomenclatura usamos los mismos simbolos Rxx para representar
la funcién de autocorrelacién general de dos variables Rxx(t1,%2) como la funcién de auto-
correlacién de un proceso ESA que resulta ser funcién solamente del retardo t; — to; aunque
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Figura D.1: Cambio de variables en (D.3). A izquierda: regién de integracién para (D.2). A la
derecha: regién de integracién para (D.3) y para (D.4).

formalmente se trata de dos funciones distintas. Ademads haciendo el cambio de variables t = ¢;
y T = t; — ty de la ecuacién anterior se obtiene

T/2 t+T/2 '
E{|X7(f,Q)’} = /_T/2 (/t_T/2 Ryx(r)e ™™ dT) dt (D.3)

Los limites de integracién de (D.3) se obtienen de la figura D.1. Integrando en (D.3) externa-
mente en la variable 7 e internamente en ¢ se obtiene,

E{IXz(f,Q)I"} =

0 t+T/2 ‘ T [ [T/ '

:/ / Rxx(7)e %I qt dT+/ / Rxx(r)e T at | dr
_T -T/2 0 T—T/2
0 ' T+T/2 T , T/2

:/ Rxx(r)e 92T / dt dT+/ Rxx(7)e 9% / dt | dr
- ~T/2 0 T—T/2

0 T
—/ RX)((T)eiﬂwa (T+T) dT+/ RX)((T)eijQﬂfT (T—T) dr
-T 0

T
= / RXX(T)G_‘jQWfT (T —|7])dr
-7

(D.4)

Como (D.1) requiere dividir por 7', queda

E{\XT;ﬂ AP} _ /_ZRXX<T>ej2nfT (1 _ %) dr

Notemos que usando la funcién tridngulo A(t/T) = (1 — |7|/T) 1 (¢/T) podemos escribir la
ecuacion anterior como

E{’XT;fa O} _ /OO (Rxx(7) A (¢/T)) e 9> dr (D.5)

[e.o]

Suponiendo que existe (de otro modo no tendria sentido el teorema de Wiener-Khintchine) y
llamando S(f) a la transformada de Fourier de la autocorrelacién Rxx(7), es decir S(f) =
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F{Rxx(7)}; obtenemos
E{|X 2
{ T(Tf O _ g4y« Tsine(£7) (D.6)
Para cumplir con (D.1) debemos hacer tender 7' a infinito. Como S(f) no depende de T', y

la segunda funcién tiende a una delta de Dirac; resulta que el lado derecho de (D.6) es la
convolucion de S(f) con una delta de Dirac entonces,

T—o00 T

(f) = F{Rxx(7)} (D.7)

que es lo que pretendiamos demostrar.
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