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SENALES Y SISTEMAS
Clase 5

Carlos H. Muravchik

19 de Marzo de 2020

Habiamos visto:

» Probabilidades

» Repaso Variables aleatorias
Veremos:

1. Repaso Distribuciones. Propiedades

2. Repaso Esperanza. Propiedades

3. Repaso Algunas distribuciones y densidades continuas y

discretas
4. Repaso Funcién de variable aleatoria
5. Repaso Momentos, funcién caracteristica
Luego:
» Distribucién y densidad conjunta
» Distribucién Condicional

» Procesos Estocasticos. Introduccion, realizaciones,

Ejemplos
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Probabilidad con VA discretas

» X toma valores {xx, k € Z}.

» Uno o varios w; originan a través de X la posibilidad de
que se dé el valor X = x,. Luego
P{Ak} = Pk = P{X = Xk} con Ax = Ujw;.

» ;Como calcular P{X < x}? Aprovechar que Ay son
disjuntos: P{X < x} =3, ., P{X =X} =3, -« Pi.

» Y en general, para cualquier conjunto A € R, P{A} se
puede calcular: 7) encontrando todos los wy tales que
X(wk) = x¢ € A; con esas salidas se forma A = Uwy.
2) como las salidas son conjuntos elementales disjuntos,
la probabilidad de su union se calcula facil

P{A} - ZxkeA Pk
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Distribucion Acumulativa 1

» para VA continuas el método anterior, falla: las uniones de
salidas son no-numerables.

» La Distribucién Acumulativa (DA) se define para manejar
las probabilidades de que una VA tome ciertos valores.

» Esencialmente para VA continuas, pero también para
discretas.

Fx(x) 2 Plw e Q: X(w) < x} = P{X < x}.

» Para abreviar, hablamos directamente de P{X < x} y
cuando haga falta, escribiremos los w cuidadosamente.
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Distribucion Acumulativa 2

» Pero hay otros conjuntos de interés

» Se pueden fabricar por uniones, intersecciones y
complementos (recordar el Axioma 3). Ejemplo: Si xo < Xy,
considerar: (—oo, X1] N (—o0, X2|, limp—00(X2 — 1/N, X2], etc.

» Hay un minimo conjunto que contiene a todos los
conjuntos que resultan por uniones, intersecciones y
complementos (denumerables) de conjuntos elementales
(—o0, X]: se llama “Boreliano” 5.

» Se puede asignar probabilidades a cualquier subconjunto
de B.
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Distribucion Acumulativa 3

Propiedades
1. Fx(—o0) =0
2. Fx(o0) =1
3. 0 < Fx(x) <1
4. Fx(x) es una funcidn creciente, continua por derecha

) A
%C ) V{ R SS—
iz ‘

X

-l

-1 1
V/-\ C“ﬁ(,FQCCk, L’A C,\illji"”uq‘f-..

8/44



Densidad de probabilidad

Motivacion: Para VA continuas, P{X = x,}=0... ; Cédmo calcular
P{A}?

Definicion: Densidad de probabilidad

0 = 22X 9 g x
Luego
P{A} = / fx(x)dx
A
Notar:

» La fdp fx(x) NO es una probabilidad
» Entodo caso fx(x) dx ~ P{x < X < x + dx}
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Densidad de probabilidad 2

P{A} = /A fx(x)dx

Propiedades:
> fx(X) >0; Vx e R

> Fx(x)=["_fx(\)dx
f fx()\ d)\ = Fx(OO) (_OO) =1
> P{x; < X < x2} = Fx(x2) — Fx(x1) f Fx(A
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Esperanza matematica 1

Motivacion: promedio ponderado de la VA
Definicion: para VA discretas

oo

E{X} £ > xP{X=x}

k=—o0

Definicion: para VA continuas

B{X} 2 /_ T AM()dA
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Esperanza matematica 2

Sumas de Riemann:

/ T AN ~ 3 () (Xt — %)

ver que la ponderacién de cada x; es
fx(X,')(X,'_H — X,') ~ P{X,' < X< Xi+1}'
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Esperanza matematica 3

Propiedades
» E{X} = ux se suele llamar media estadistica o media.

» Sic e R esunaconstante, E {c} = c.
» Sia,b < R son constantes, E{aX + b} = aE{X} + b.
» Si X >0,E{X} >0.

» Valor cuadratico medio: E { X?}; media estadistica de la
(VA al cuadrado).

> Varianza: Var {X} £ E{(X —E{X})?} =
E{X?} — (E{X})}2 = E{X?} - .
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Normal o Gaussiana

X ~ N (p, 02) cuando la fdp es

fx(x) = L

Veno

Dos parametros: media p y varianza o2

o b ((x—p)/o)?

/\ [
g(m / /\6\’
) ')/ ; N )

SRt

Teorema del limite central: (versidn simple) La suma de
muchas VA independientes, cualquiera sea su distribucion pero
con media y varianza finitas, tiende a ser una VA Gaussiana.

Permite argumentar fisicamente para postular una distribucién.
Ejemplos: ruido electronico (térmico), ruido de fondo espacial
(expansion del universo). 16/44



Uniforme, Exponencial

X ~ U(a, b) cuando la fdp es
() = 5 (u(x — &) — u(x — b))
Los parametros a, b definen la fdp. Ejemplo: fase al origen del
oscilador senoidal.
Ve 4 AR, ~ax
s N
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U N {_,;fw%f
X ~ &E(\) cuando la fdp es
fx(x) = de ™ u(x)

Un Unico parametro: A > 0. Describe tiempo entre arribos bajo
ciertas hipotesis (las de Poisson con parametro \). Ejemplo:
intervalo entre demandas de servicio a un servidor de WiFi.
Distribucién “desmemoriada”: si s, t € R,

P{X _
PX>s+t/X>sp =Rl = = s

Otras distribuciones de VA continuas:

Doble exponencial (Laplace), Cauchy, Rayleigh, x?, Gamma,
etc
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Bernouilli, Geométrica

Bernouilli: X ~ B(p)

X — 1 con probabilidad p
1 0 con probabilidadg=1—-p

Paradigma: éxitos ocurren con probabilidad p, fallas con q

Geométrica: X ~ G(p)

Distribucién Acumulativa — Geométrica{p=0.1}
T

P{X=x}=q"p

Paradigma: intentos Bernoui-
li indep’tes; numero de fallos
(X) hasta el primer éxito.

A vecesseusa Y = X + 1:
namero de intentos hasta te- |
ner el primer éxito. 0

0 10 20 30 40 50
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Binomial

Binomial: X ~ Bi(p, n)

Binomial{p=1e-5; n=5e5}
0.18 T T T

0.16
0.14r-

pix=n= (N o

0.1r

P{X=x}

0.08

Paradigma:
numero de éxitos (x) ooal
en n intentos independientes 0oal

0.06 -

15 20 25

Ejemplos:
nuamero de errores de transmision en un paquete de n bits

No confundir con Binomial negativa: numero de intentos hasta
lograr n éxitos
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Poisson

Cuenta el numero de arribos 6 éxitos en un lapso At.
X ~ P(AAt)con x € Z

_ AAL)X _ )\Al‘
P{X:X}:e)\At( X!); P{X<X}_e)\AtZ

Notar: frecuentemente se supone At =1y el parametro es \.

Poisson {A=10} Poisson {A=10}
0.14 T T 1 -

0.9
0.12

o.8f
o.1f 1 o7t

0.6
0.08

X}

(

< 051

P{X
=

0.06
0.4

0.04 1 0.3r

0.2

0.02
0.1
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Poisson

Paradigma:
Las hipotesis para que X ~ P(A\At) son:

1. P{X =1} - AAt cuando At — 0.
2. los arribos son independientes entre si.

3. no ocurren 2 arribos en forma simultanea.

Ejemplos: nimero de paquetes de informacion que llegan a un
servidor; numero de fotones que arriban a un fotodiodo, etc
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Funcidon de una VA - Intro

Motivacion: A menudo interesa una funcién de la VA cuya
distribucién se conoce.

Ejemplo: se conoce que una amplitud X ~ Fx(x), pero interesa
la distribucién Fy(y) de la potencia instantanea Y = X2,

» Supongamos que Y =g(X)cong: R — R
» Técnica basica: (en la serie de problemas)
Fy(y)=P{Y <y} =P{g(X) <y} =

= PlweQ:g(X(w)) <y} =P{g(X) <y} =

= P{X e g (A}

donde Ay ={y e R:y <y*}
> P{X € g7(A))} se puede calcular usando solo Fx(x)
> g~ '(Ay)) denota la “imagen inversa” por g del conjunto Ay:

el conjunto de valores de X que satisfacen g(x) < y

» Nota: g~'(y) no es la funcidn inversa de g(-), que podria

no existir.
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Funcion de una VA - 2

La técnica anterior es valida para VA discretas o continuas

Fy(y) = P{X e g (A)}

» Sila VA es continua se puede calcular fy(y) = =+
Note que A, es funcion de y
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Funcion de una VA - 3

Ejemplo: Y = X2

P{X €0}

P{X =0}

P{(x1 < X < x2)}

= Fx(x2) — Fx(x1) + P{X =x1} con xy = —\/¥; Xo = /¥

a) Siy <0, Fy(y)
b) Siy =0, Fy(y)
)
x(

c) Siy >0, Fy(y

W) = TGP = )y + B
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Funcion de una VA - 4

Observacion:

Aun si g es continua y X una VA continua, Y = g(X) puede
resultar una VA discreta, mixta o continua.

Ejemplo: Considere los 3 casos siguientes con X ~ U(a, b)

~7

AY AL
Y J«K—“ 4x) /\_//é &) 5(T)
4 ' ' 7 [ [ F —
'J—"—.*“‘_‘:X; A N S i

)“| a b*2 XA XL x4 X

Y discreta Y mixta Y continua
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Resultado

Una de las consecuencias mas importantes para Y = g(X) es
que:

wy=E(Y) = [y dy
con fy(y) obtenida como antes, y

ng = E900) = [ " 9(x) fi(x) oy

son iguales, o sea uy = [g.

py =E{Y} = pg =E{g(X)}

Esto no es trivial como parece, es un profundo resultado de la
teoria de la medida en analisis

Escriba el equivalente para VA discretas
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Funcion caracteristica

Definicion:

dx(u) = E{eMX} = /_ " g fx(x) dx

» Como veremos dx(u) = F{fx(x)}(—u/2r)

» Entre sus usos, es otro método para obtener densidades
de funciones de VA:
Si Y = g(X) y podemos calcular

g(u) = E{&/"9N)}

entonces, la antitransformada de Fourier de ®4(u) define
fy(y) (bajo ciertas hipotesis técnicas).
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Funcion caracteristica — VA discreta

Definicion: .
Ox(u) =E () = 3 op,

Kk=—o00

con px = P{X = xx}
» Similar a VA continua, pero cambiando lo obvio.

» Como veremos ®x(u) es la transformada de Fourier de
tiempo discreto (TFTD) de la secuencia de los pg, cuando
Xx = kKAX (x, equiespaciados).

» Entre sus usos: otro método para obtener distribuciones
de funciones de VA.

Momentos

Definicion: momento (no—central) de orden r-simo
o
m = E{X"} = / X f(x)dx  rez
— 00
Definicion: momento central de orden r-simo, con r € Z

nur=B{(X —E{X})} =B{(X —ux)'} =

0
/ (x — ux)" fx(x)dx  con ux = m
—0o

» Al ver Transformada de Fourier veremos la relacidén entre
densidades, momentos y funciones caracteristicas.

» Anticipo: {conocer la densidad} < {conocer la funcidén
caracteristica} < {conocer todos los momentos y que
converja la serie de McLaurin de la ®(u)}.

» La media ux es my, el valor cuadratico medio m» y la
varianza uo.
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Momentos — VA discretas

Definicion: momento (no—central) de orden r-simo

o

m=E{X'}= ) xipx rez

k=—o0

Definicion: momento central de orden r-simo, conr € Z

0.8}

pr=E{(X —E{XNT =E{(X =)} = > (% —ix)" P

Kk=—0o0
con px = P{X =Xk} y ux = my.

» Al ver TFTD comentaremos la relacion entre densidades,
momentos y funciones caracteristicas para xy
equiespaciados.

» La media ux es my, el valor cuadratico medio m» y la

varianza us.
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Distribucion conjunta de 2 VA

» Experimento aleatorio que produce salidas que afectan a 2
VA, X e Y. Pej.: 2 electrodos de EEG registrando actividad
de un conjunto activo de neuronas.

» Hay eventos que sélo pueden ser definidos a partir de
ambas VA.

» También hay eventos que pueden describirse con 1 sola
VA.

K z _(ay)

\\

Definicion: X e Y son VA independientes si cualquier evento
conjunto Ay, puede descomponerse como Ay, = Ay N Ay,
donde P{A, } = P{Ax}P{A)}.
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Distribucion acumulativa conjunta

Definicion:

Fxy(x,y) = Plw € Q: (X(w) < x) N (Y(w) < y)}
=P{X<x)n(Y <y)}

» Si X e Y son VA independientes

Fxy(X,y) = Fx(x)Fy(y); ¥(x,y) € R®.
» Fx(x)y Fy(y) son las distribuciones marginales.
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VA discretas 1

La distribucion podria verse como una tabla, posiblemente de
largo infinito

XY - Wy
- P11 P12 - Pik | - Pis
P21 P22 -+ Pox | - Pos

Pm1 Pm2 - Pmk | =" Pms

Xr Pri P2 - Pk - Prs

Fxy(Xm, Yk) Z Z Pin

I=1 n=1
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VA discretas 2

Y A X

S
” ((( ¥ :\ X
—

P{A} = Z Pmk

(Xm,yk)EA

Densidad conjunta de probabilidad

Definicion: ,
0 FXY(aa 6)
fXY(Xay) -
0adp (x.y)
Con esto,
P{A} = / /A fev (. B)dor dp
]\'f En la figura
+ | A=(X<x)N(Y<y)y
| | J P{A} = Fxy(x,y)
it
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piay= [ [ tlapdads
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Propiedades

> Fxy(—00,y) = P{(X < —oco)N(Y <y)} =P{0} =0y
ny(X, —OO) =0.

> Fxy(co,00) = P{(X < o0) N (Y <o0)} = P{Q} =1.

> Fxy(oo,y) = P{(X <oo)n(Y <y)}=P{QN(Y <y)} =
P{(Y <y)} =Fv(y).

» similarmente, Fxy(x, 00) = Fx(x).

Definicion: Esperanza matematica

E{g(X.Y)} = / / g(or, B)fxy (a, B)dar dp

con propiedades similares al caso univariable.

y en el caso de VA discretas

E{9(X,Y)} =D > 9(Xm y)Pxy(Xm, ¥«)
m Tk
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Momentos bivariados

Definicion: Momento bivariado de orden r € Z+

E{X5Y"} = //OO o®Blixy(o, B)dadB con {s, t} € ZT :s+t=r

y en el caso discreto

(00,00)
E{XSY!} = > xSylomk  con{s,t} €Z" :s+t=r

(m,k)=(—o00,—00)
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Proxima Clase

» Distribuciones conjuntas y condicionales
» Procesos estocasticos
» Clases de procesos.
» Distribucion, densidad.
» Independencia. Secuencias iid, ruido blanco.
» Media estadistica.
Y después,
» Funciones de correlacién y covarianza. Otros momentos.

» Correlacidn de sefales deterministicas (de energia y
potencia).

» Correlacién: concepto; notacidn: orden, conjugada y
desplazamiento de las variables, propiedades
autocorrelacién e intercorrelacion.
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