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Habiamos visto:

» Sistemas en general
» Sistemas Lineales: linealidad, incr. lineales. Invariancia.
Y se vienen hoy:

» Sistemas Lineales.

» Convolucion discreta.
Convolucidén continua.
Invariancia, causalidad,
Estabilidad EA/SA.

>
>
>
» Representacion de SLIT.
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Convolucion discreta 1

Ingredientes:

» Sistemas lineales discretos (manejan SVID) con operador
‘H que satisface el principio de superposicion. Tanto para
SLID como SLVD.

» Representacion de SVID en términos de impulsos

oo (0.}

x[nl= Y x[n—KI5[kl= > x[Kk]6[n— K]

k:—oo k:—OO

» Aplicando H, en la igualdad de la derecha se puede
interpretar a x[k]d[n — k] como una secuencia con un
impulso en k de amplitud x[k].

Y[n]H{ > X[k]5[”k]}[n] > X[KIHK (O[T} ]

k=—o0 k=—o0

Usamos superposicion en una suma de “infinitos” términos. # debe
cumplir ciertos requisitos técnicos 5/40

Convolucion discreta 2

o oo

ylnl = x[KIH (o[} = ) x[klhin, K]

k=—00 K=—o0

donde h[n, k] es la respuesta impulsional:
la respuesta observada en el instante n de la salida a un
impulso (de Kronecker) aplicado en el instante k.

Interpretacion

3 ? T\_ L ?\ f - 1 ¢ L-L/?r;i(/@

| )] ::JC.(LC/[L

L{.

Y

Forma alternativa: h[n, m] pero m representa cuantas unidades .,
antes de n se aplico el impulso. En el caso anterior m= n — k



Convolucion discreta SLVT

La operacion convolucién y la respuesta impulsional describen
completamente el comportamiento de los SL

Ejemplo:

x[n] = 212_1 x[k]o[n — k] con x[-1] = -2, x[0] =5, x[1] =2

1

ylnl = ) x[klhln, K]

k=—1

& A xll co 401
20
o—o .—H—)n *—e H—.—)n
54 b0 hn,1]
3e 4 4
26 ol
*—@ *—0 0 ——> o—o *—0—0—>
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1

ylnl = ) x[k]h[n,K]

1
l
Pund . $ x(1] hn,1]

8/40



Especializacion a SLID:

Operador basico para todo SL: convolucion.

SLVD: Convolucion discreta - recordar:

(0.0}

ylnl = > x[KIH {611} n] =

Kk=—o00
00

= Y x[K]h[n, K]

Kk=—o0

SLID:
h[n,k] = h[n — 1,k — 1] = h[n — k,0] £ h[n — K]

ylnl= Y x[klhin—kl= > x[n— m]h[m]

k:—oo m=—oo

Notacion: SLID | y[n] = {x = h}[n]

9/40

Convolucion grafica

Papeles deslizantes

ylnl= Y x[Klh[n— K]
Kk=—o0
Dibujar x[k] y dejar fija.
Obtener h[-].
Reflejar h[-].

Desplazar el origen de h al punto de observacion n.
Multiplicar muestra a muestra y sumar, da y[n].
Repetir 4) y 5) hasta tener todos los puntos deseados.

o0k wh

Notar: roles intercambiables de x y h

oo

ylnl= > x[n—mlh[m]

m=—oo

10/40



Convolucioén grafica

Ejemplo: xy h

2

< 3 < ik

<5 Sl
-2 14 32-10 12 3 45 6K T -4 n1nontl K

-4 -3-2-1 0 1 2 3 4

Por ejemplo, queremos y[—3]

5
1I—A—A—JJ—‘—‘—4 k » y[_3]:0
) ,

0
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X[K]
oMW

Convolucion grafica — cont.

l—v—v—JJ—v—v—Q k * y[O]:23

Si queremos y[0]

x[K]
NRORNWAUT

Si queremos y[5]

=> y[5]=2

X[K]
O O AGT
| {
=~
a——-=~0

wl—e
~—e

o —e
~

12/40
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Duracion

x y h de duracion finita;

k = y[-3]=0

Duraciéon de y: duracion de x mas duracién de h menos 1.

13/40

Causalidad

Aplicando 4[n] (impulso en cero); la respuesta es
h[n] = 0; n < 0. EI SLID es causal < respuesta impulsional

unilateral a derecha.

ylnl= ) x[n—mlhim] =}  x[n— m]h[m]
m=—oo m=0
= i h[n — m|x[m] = i h[n — m|x[m]

Si ademas, x[n| fuera unilateral a derecha (x[n] = 0; n < 0)

y[nl = > hln— m]x[m]
m=0

14/40



Convolucion continua

Ingredientes:

» Sistemas lineales continuos (manejan SVIC) con operador
H que satisface el principio de superposicion. Tanto para
SLIT como SLVT.

» Representacién de SVIC en términos de impulsos

oo

x(t) = / x(0)5(t — o) do

— o0

» Aplicando H se puede interpretar a x(o)d(t — o) como una
sefal con un impulso (Dirac) en o de area x(o)

0.}

Y0 = ixp 0 = w ] |

—00

x(c0)d(t — o) do} (1)
» Mas hipotesis adicionales, definiendo

h(t, o) = Ho{6(-)}(1)-

15/40

Convolucion continua 2

Resulta la convolucién para SLVT:

0.9}

y(t) = {x * h}(t) = / x(0)A(t, 0')do

—00

» Para SLIT: h(t,o) £ h(t — o) luego
(t)—/ x(0) t—a)da—/ A()X(E — A)dA
» Agregando Causalidad: h(t) = 0; t < 0 luego

t 00
y(t):/_ x(a)h(t—a)da:/o AOVX(E — A)dA

» Si ademas la sefal de entrada se aplica en cero, 0 sea es
unilateral a derechadesde t =0, x(1) =0; t <0

y(t) = /( t—a)da_/h

16/40



SLIT - Convolucion grafica

Papeles deslizantes

Dibujar x(t) y dejar fija.

Obtener h(-).

Reflejar h(-).

Desplazar el origen de h al punto de observacion t.
Multiplicar punto a punto e integrar, da y(t).

Repetir 4) y 5) hasta tener todos los puntos deseados.

2 o A

Notar: roles intercambiables de x y h

y(t) = /O " ho)x(t — o)do

17/40

Propiedades de la Convolucion y Combinaciones

Validas tanto para SLIT como SLID (con los cambios obvios):
» Conmutativa: y = {x « h} = {hx x}. Intercambiabilidad
entre respuesta impulsional y entrada.
» Asociativa:
Yo =A{Xxhyxhp} = {{x*hi} xha} = {x* {hy * hp}}.
T T
h = hy x ho = ho x hy es el sistema equivalente a uno serie.
» Distributiva: y = {x x {hy + ho}} = {x x hy} +{x *x ho}.
—— ——

h )% Yo
h = hy + h> es el sistema equivalente a un paralelo.

- Ve (D) {
‘C’ J ) . i \& \__ B ] As L . _
=X e 2 — - - NITAER
3 A - | 5 \ L ‘.I ]
- AL \ Al e PN 4
e b1 | 412 \ > | = x)
~ =t | o (& /01 o

Y llego!!! 5 minutos de intervalo
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Estabilidad de SLID 1

Teorema: Un SLID es estable en sentido EA/SA sii su
respuesta impulsional es absolutamente sumable; es decir

existe 0 < Ky < cotalque Y  |h[K]| < Kj,

k=—00

Demostracion: 1) “ida” y 2) “vuelta”.

1) h abs. sumable es suficiente:

Sea una entrada acotada por 0 < K, < oo, 0 sea |x[n]| < Ke
para todo n. El médulo de la salida es

yinll=| > x[klhin—K]| < > |x[K]|lh[n— K]| <
k=—o0 k=—o0
< Ke ( i ‘h[n_ k]) < KeKh
k=—00

tomando K, = KK}, la salida resulta acotada.
19/40

Estabilidad de SLID 2

2) h abs. sumable es necesaria: sistema EA/SA = h es abs.
sumable.

< h NO es abs. sumable =- sistema NO es EA/SA.
Mostraremos una entrada acotada que, suponiendo que h NO
es abs. sumable, dard y[n] no acotada.

Sea x[n] = h[—n]/|h[—n]| luego |x[n]| < Ke = 1 para todo n. La
salidaenn=0es

00 00 h[—k] B
= > |h[-K]| =
k=—00

que no esta acotada por hipdtesis. Luego y no esta acotada y
entonces el sistema no es EA/SA.

20/40



Estabilidad de SLIT 1

Paralelo a SLID:

Teorema: Un SLIT es estable en sentido EA/SA sii su
respuesta impulsional es absolutamente integrable, es decir,

oo

existe un 0 < Kj, < oo tal que / \h(7)| dT < Kj

Demostracion: similar a la de SLID.

Repase las ideas de la demostracion para SLID, haciendo ésta
para SLIT.

Y si el sistema fuera VT (tanto C como D)?

21/40

Ecuaciones diferenciales — 1

SLIT — ecns diferenciales ordinarias de coeficientes constantes
(EDOLCCQC)

Forma general:

» Demuestre linealidad e invarianza en el tiempo.

» Restricciones técnicas N > M, vs. diferenciabilidad de
x(t).

» AuUn si x(t) es unilateral a derecha de f la EDOLCC se
integra para t > fp para causalidad.

» PERO también se podrian integrar para t < .

» Condiciones iniciales Cl y(fy), %(to), %(to), oy %(to)

23/40



Ecuaciones diferenciales — 2

» La solucion de las EDOLCC es
y(t) = Yhomogénea(t) + Yparticular(t) = yn(t) + y,O(t)

» la solucion homomgénea y;, = 0 si las Cl son nulas.

> ¥, es la solucion particular, da el término forzado o sea la
convolucion de x con la respuesta impulsional h.

» Note que y, incluye tanto régimen transitorio como
régimen permanente.

» La respuesta impulsional h(t) se obtiene resolviendo

N
d'h(t
(/)
Z i dt’ Zb5
i=0
con condiciones iniciales nulas y t > 0: SLIT causales.
Podrian haber soluciones para t < 0 o aun bilaterales,

SLIT no-causales.
Usando la transformada £ de Laplace: H(s) = L{h}(s).

» Transferencia H(s) racional, es decir ta’gg con a(+), b(+)

polinomios en la variable s. Para causal y no-causal. 24/40

v

Ecuaciones en diferencias — 1

SLID — ecns en diferencias lineales de coeficientes constantes
(EDILCC)

Forma general:
N M
> ayln—il=) bx[n—]
i=0 j=0

» Demuestre linealidad e invarianza al deslizamiento.

» La EDILCC se “integra” para n > ng, ng € Z para
causalidad. PERO también se pueden “integrar” para
n < ny de modo no-causal.

» Condiciones iniciales Cl y[ng — 1], y[no — 2], ..., y[no — N].
» La solucidon de las EDILCC es
Y[n] — Yhomogénea[n] + Yparticular[n] — yh[n] + yp[n]

25/40



Ecuaciones en diferencias — 2

v

yn = 0 es la solucion homogénea si las Cl son nulas.

> yp es la solucion particular, da el término forzado o sea la
convolucion de x con la respuesta impulsional h.

» Note que y, incluye tanto régimen transitorio como
régimen permanente.

» La Respuesta Impulsional h[n] se obtiene resolviendo

N M
> ahln—i1=> boln—]
i=0 j=0

» Resolverla es muy “sencillo”!! Caso causal h[n] =0, n < 0:

1| & S
h[n] = = {;aih[n ] +j§;bjé[nj]}

note las Cl nulas h[—-1] =0, h[-2] =0,..., h[—N] = 0.

26/40

Ecuaciones en diferencias — 3

» Hagamos ap = 1 por simplicidad
» Facil, pero Iﬁborioso y
hin] = =>_iZy aihln —i] + >_ 2 bjd[n — J]

h[0] = —0 + by = b
h[1] = —aq bo + b1
h[2] = —31(—31 bo + b1) + bo = a%bo — aiby + bo

y asi siguiendo para h[n], n > 0...

» Veremos la transformada Z y calcularemos
H(z) = z{h}(2).

» H(z) resultara la transferencia discreta del SLID y resulta
racional, es decir 22) donde a(-), b(-) son polinomios en la

a(z)
variable z.
27/40



Ecuaciones en diferencias — 4

» La Respuesta Impulsional h[n] caso anticausal
h[n] = 0, n > 0; se obtiene, reacomodando la EDILCC y

calculando
1 N—1 M
hin] = 1 - Y ahin+N—il+> bi[n+N -]
N i=0 j=0

note las “ClI” nulas h[1] =0, h[2] =0,..., h[N] = 0.

» H(z) en este caso también resultara la transferencia
discreta del SLID y sera racional en Z. Igualmente para
SLIT no-causales en general.

28/40

Ecuaciones de estado

1. Para SLIT
s(t) = As(t) + Bx(t)

y(t) = Cs(t) + Dx(1)

» con Cl s(t) = sp.
» scRVyAesde NxN,BdeNx1yCde1xN.
2. Para SLID
s[n+ 1] = Fs[n] + Gx|[n]
y[n] = Hs[n] + Dx[n|

» con CI s[0] = sp.

> conp=max{N,M},sc RPy Fesdepxp, Gdepx1yH
de 1 x p.

Se usara muchisimo en Control Moderno y en Comunicaciones
-posgrado-.
Note la clave: compacta separacidon entre presente y pasado

29/40



Diagramas en bloque - SLID — Elementos

z[n] a az[n]

blogue ganancia

xa[n]

z1[n] ,g 21[n] + w2[n]
/

bloque sumador

i . yln] = fn — 1

D: “delay” o retardc

30/40

Diagramas en bloque - SLID — Ejemplo 1

Respuesta impulsional finita (en inglés FIR, por finite impulse
response):.
y[n] = box[n] + byx[n — 1]

Respuesta impulsional: h[0] = bg; h[1] = by; h[2] =0y
hin]=0; n> 2.

Diagrama en bloque:

4w byl

D

x[n — 1]

Generalizacion: SLID con N =0y M > 0, se denota MA o de
“promedios méviles” (en inglés)

31/40



Diagramas en bloque - SLID — Ejemplo 2

Respuesta impulsional infinita (en inglés IIR, por infinite
impulse response):

yln] — ay[n—1] = box[n]

Respuesta impulsional: h[0] = bg; h[1] = aby; h[2] = &by y
h[n] = a"by; n> 0.
Diagrama en bloque:

O

D

yln —1]

Generalizacion: SLID con N > 0y M = 0, se denota AR o

“auto-regresivo”
32/40

Diagramas en blogque - SLID — Ejemplo 3
Respuesta impulsional infinita (lIR):
aoy[n] + ary[n—1] = box[n] + bix[n—1] =

= yin = alo{—aw[n— 1]+ box[n + bix{n — 1)

Resp. impulsional: h[0] = 2; A[1] = =&% + 2; p[2] = ...
0
Diagrama en bloque:

z[n] bo f;\ o yln]

D D

by —a1

ln — 1] yln —1]

Generalizacion: SLID con N > 0y M > 0, se denota ARMA o

“autorregresivo — promedios moviles” (en inglés).
33/40



Diagramas en blogue - SLID — General 1

Respuesta impulsional infinita:
’ M

yin = - (Z ajyln— il + W[n]>
i=1

M
win] = " bix[n— 1]
i=0

Diagrama en bloque: Realizacidn tipo |

z[n] bo
1
D
[ b
]
D
— =
é bn-1
]
D
I by

wn]

1/@0

a1

34/40

Diagramas en bloque - SLID — General 2

Usando conmutatividad

), PN
/ ] 1
D D
ai by
+ I vhz——l]l +
D D
a2 I I bz
+ i ; +
: anN—1 ; ; by_1 .
+ | | +
D D
an bn

Los bloques correspondientes de cada columna llevan la

misma senal: jjuntémoslos!.
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Diagramas en bloque - SLID — General 3

Realizacion tipo I

z[n] o~ Yao bo my[n]
) | Y
ai P b1
® ®
D
as bo

anN—1

®
: bn-1 :
+ +
D
an I bn

Menor nimero de retardos (estados).

¢, Es el minimo? (a Control Moderno o postgrado).
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Diagramas en bloque - SLIT

De manera totalmente similar con sumas y multiplicadores por
constantes.

En lugar de retardos irian diferenciadores = pero son
“ruidosos”.

Se usan integradores

(1) y(t) = [ x(3) dA

O Sea

37/40



Diagramas en bloque - SLIT — General

z(t) . by 1/an y(t)
1 ]
J J
T bn—1 —an-—1 I
| ]
S J
I bn_2 —an_2 T
by —ai .
| ]
J S
bo —aop
l |
(a) Realizacién directa tipo I.

x(t t
O oy Max by )
J
—an—1 I by_—1
+ I +
J
—an—_2 I N
+ : +
T Cay : by T
(+) i (+)

f
—aop bo

(b) Realizacién directa tipo II.

Proximas Clases

38/40

» Sistemas Lineales con entradas aleatorias
» Andlisis frecuencial: Transformada de Fourier. Inicio

40/40
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