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FACULTAD DE INGENIERIA

SENALES Y SISTEMAS
Clase 11

Carlos H. Muravchik

16 de Abril de 2020
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Habiamos visto:

» Sistemas Lineales.
» Convolucion.

» Estabilidad.

» Representacion de SLIT y SLID:

» Ecns. diferenciales,

» Ecns. en diferencias

» Ecns. de estado

» Diagramas en bloques.

Y se vienen:
e Sistemas lineales con entradas aleatorias.
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SL y entradas aleatorias

Clave: SL < convolucion
continuo o discreto
variante o invariante

Entra un proceso estocastico ... ;qué es la salida?

X (t) Y (t)
h(-) Y(t) = {X = h}(t)
Y(l‘ / XTC) h(t,)dr
proceso de proceso de
salida entrada

Nota: Cada realizacidén del proceso de entrada da una
realizacidén del proceso de salida
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Media estadistica

Y(t,¢) = /_ " X(r. OR(t.7) dr

Queremos calcular

EY@h= [ B B 8=

¢ Cuadl es? ;ddnde se consigue?
¢, Y ahora? No hace falta fy(3; t) si usamos linealidad de la E {-}

g {/_Z X(7 Oh(t7) dT} = /oo E {X(7)} h(t,7)d7 =

— OO
/

~~
bajo ciertas
hipétesis: E[ = [E

oo

:/ px(T)h(t,7) dT = py(t)

— o0

E{Y(0)} = v (t) = {pux + }(1)
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Media estadistica — continuacion

El mismo razonamiento vale para sistemas discretos

E{Y[n]} = py[n] = {ux * h}[n]
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Media estadistica — continuacion

> SLID: py[n] = >- oo hIn — m]px[m]

m=—oo
>

pylnl = px Yoo hln—ml = px Y hk] = pycte
k=—0o0
N——
sumabilidad

de h
» siel SLID es estable EA/SA, h es sumable

> SLIT: uy(t) = [ h(t — T)ux(r)dr
|

() = px [ Bt = 7)o =px [ H)AA = py cte
——
integrabilidad
de h

» siel SLIT es estable EA/SA, h es integrable
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Media estadistica — transitorio

» Los resultados anteriores presuponen aplicacidén de la entrada
desde t = —o0

» Pero si se aplica a un SLIT el proceso de entradaent =0 es
como si X(t) =0, Vt <0,

v (t) = /0 VE {X(r)} h(t — r)dr = /O " ux(r)h(t - 7)dr

y aun siendo ux(t) = ux t >0,

wy(t) = Mx/ h(t — 7)dT+# constante
0

porque con el cambio de variables p =t — 7 dp = —dr

t
iy (t) = MX/ h(p)dp = ifuncién de 1!

» Es el efecto de la respuesta “transitoria” del sistema

» Cuando se aplica X en t = —oo, para cualquier t finito, el

transitorio ya finalizé

Llego!!! Intervalo: 5 minutos o/o7

Correlaciones

» Queremos calcular Ry, Ryx, Ryy para SLIT y SLID.

» ;Como podemos calcularlas sin recurrir explicitamente a
las densidades conjuntas de los procesos de salida y de
entrada?

Y(t) = /_ T X(H)R(t, ) dr

» Por ejemplo, para Rxy(t, t)

XYW = [ [ ap furlas i) 0

¢ Cual es? ;ddénde
se consigue?

» . Qué podemos hacer? Nos haria falta fxy(a, 5; t1, t)

» Para SL se pueden escribir los momentos de orden 1y 2
para el proceso de salida, en funcién de iguales momentos
de la entrada. Ya vimos orden 1. Veremos orden 2.
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Correlaciones

La entrada es aplicada en —oo

Intercorrelaciones: entrada—salida
» Debido a la convolucion, cada salida es una mezcla
“pesada” de VA del proceso de entrada
» Entonces la salida “hereda” algun parecido con la entrada
» X e Y son procesos dependientes

X(t) 0 Y(t) Y(t) = {X = h}(t)
Rxy(t, &) = E{X(t;)Y*(&2)}

Rxy(ty, ) =E {X(h)/_oo X*(Oz)/_‘l*(tg,a)da}
— [ EX(X (@) () -
/ Rxx(t, @) (t, a)doy
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Intercorrelaciones — SLIT con entrada ESA

La expresidn queda aqui; si no se introducen mas hipotesis
sobre procesos o sistemas.

> Si X(t) es ESA RX)((H,(X) = Rx(t1 — Oé)
> Siel sistema es SLIT h(t, a) = h(t — @)

Rxy(t1, ) / Rx(ty — a)h*(to — a)da =
/ Rx(ti — o — A)h*(=A)d\ =

:/ Rx(ti — t — \)A(A\)dA

\%
donde h es hreflejada y conjugada; luego

V
Rxy(ti, ) = {Rx * h}(ti — &) = Rxy(ti — &)

12/27



Intercorrelaciones

» De igual manera, Ryx(t;, ) =E {Y(#)X*(f)} es
Ryx(ti, 2) = {Ax * h}(ti — &) = Ryx(ti — &)

» SD variante, X no necesariamente ESA

Rxy[ni,me]l = ) Rxx[m,K|h*[nz, K]

K=—o0
\Y
» SLID y ESA, con h[n] = h*[—n],

Rxy[n, n2] = {Rx * %}[”1 — 2] = Rxy[m — ]
Ryx[n1, nz] = {Rx = h}[m — n2] = Ryx[n — ng]

Autocorrelacion de la salida — Sistemas continuos

» En el caso general : sistema posiblemente variante en el
tiempo, proceso de entrada con autocorrelacion Ryy

Ryy(ti, ) =E{Y(t;)Y" (&)} =

13/27

_E{ |t )X(a) da /_ZB*(tz,ﬁ)X(ﬁ)*dﬁ}

/ / h(ti, a)h*(t2, B) Rxx (e, B) dadp

» Especializando para SLIT y con aplicacién de la entrada
ESAXent=—x

vV
F)’yy(ﬁ , tg) = E{Y(t1)y*(t2)} = {h x h x Rx}(t1 — tg)
= Ry(t; — t2)
» Solo en este caso la salida es ESA: con SLIT y entrada

ESA aplicadaen t = —oc0
» Vea coOmo se modifica si X(t) esta aplicada desde t = 0.
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Autocorrelacion de la salida — Sistemas discretos

» En el caso general

Ryy[ni, n2] = E{Y[m]Y"[no]} =

_ Z Z h[ny, mlh*[na, kK] Rxx[m, K]

K=—o00 M=—0o0
» Especializando para SLID y X ESA,

Ryylm, o] = E{Y[4]Y*[]} = {h+ h Ry} — o]
= Ry[n — ng]

» recordar la hipo6tesis de aplicacion de la entrada en
n=—oo

» Solo en este caso la salida es ESA: con SLID y entrada
ESA aplicada en n = —c.

Valor cuadratico medio

» Las autocovarianzas se obtienen facilmente
Cyy(t1, ) = Ryy(t1, ) — py(t)ny (k) 0
Cyy[ny, m2] = Ryy[n1, no] — py[ny] ey [n2]

» El valor cuadratico medio de la salida se obtiene cuando
4 = b, entonces

E{|Y(1)I*} = Ryv(t.1) = o5 (t) + |uy[(t)

» y cuando se aplica la entrada en t = —o0, el sistema es
SLIT y el proceso de entrada ESA

E{|Y()°} = Ry(0) y Var{Y(t)} = Cv(0) = Ry(0) — |uy|*

» Similar para el caso discreto
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Proceso iid real como entrada

» Sea X[n] iid con ux[n] = 0y Rx[m] = 025[m]
Las correlaciones se especializan de manera interesante

» Para un SLID, la intercorrelacién Ryx[ny, n»], con
mMm=n+myn =n

v

Ryx[ny — n2] = {h Rx}[m] = o h[m]

» Se podria observar la respuesta impulsional excitando al
sistema con una secuencia iid y estimando la funcién de
intercorrelacion Ryy para los distintos retardos m
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Ruido blanco de entrada

Ruido Blanco: Rx(7) = Nod (7).
» Media nula.

» No importa cuan cerca estan, todas sus variables estan no
correlacionadas.

» Potencia: infinita (garantia de que fisicamente no existe!)

Como entrada en un SLIT:

» Similar al caso de secuencia iid; pero ahora con SL de
tiempo continuo

» Conly=b+707=4H—b

Ryx(7) = {h* Rx}(1) = Noh(r)

y similarmente con las otras correlaciones.
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Ejemplo - continta

Autocorrelaciéon de la salida:

E{Y[n]Y[n— K]} = E {(byX[n] + b1 X[n — 1])
(boX[n— K]+ b1 X[n—k —1])}

Ryy[k] = b5Rx[k] + b?Rx[k] 4+ bobi Rx[k + 1] + bybgRx[k — 1] =
— 2 ((b?J + b2)3[k] + boby (S[k — 1] + d[k + 1]))

Dibujo: ver

Ejemplo

Considere el SLID (RIF)
Y[n] = boX[n] + by X[n — 1]

con entrada X[n] una secuencia iid con Rx[k] = o25[K].

Intercorrelacion entrada-salida: Queremos calcular
Ryx[k] = E{Y[n]X[n - K}

E{Y[MX[n — K]} = boB {X[n1X[n — K]} + bE {X[n — 1]X[n — K]}
Ryx[k] = boRx[k] + b1Rx[k — 1] =
= 02(b05[k] + b15[k — 1])

Dibujo: ver que coincide con h[n]

Autocorrelacion de la salida: ¢,?
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Ejemplo - continda

o
=2 = @ 4 2 03 Rﬂ( ZAO
'\TZI P\x Cl@—‘PkM/‘ OJ 71;"
/:77 = Ry /:/ (: b b C O
bio = 1 1 — T' “T %o b,
[
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Ejemplo - continta

Autocorrelaciéon de la salida:

E{Y[nY[n— K]} =E {(boX[n] + by X[n — 1])
(boX[n— K] + b1 X[n—k —1])}

Ryy[k] = b5 Rx[k] + b?Rx[k] + boby Rx[k + 1] + bibgRx[k — 1] =
= o2 (b + b)OTK] + bobi (1K — 1] + Tk + 1]))

Dibujo: ver

V
Comparar con {Rx x hx h}:
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Ejemplo - continta

4
{
A h\ f ,‘\
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: »A{\n
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Ry ® A v
Ryy = Ryx Jr«,a% b
[ IR AP 0
———
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Otro Ejemplo - continda

Considere el SLID (RII), |a| < 1
Y[n] = boX[n] + aY[n — 1]

con entrada X[n] una secuencia iid con Rx[k] = o2J[K].
Intercorrelacion entrada-salida: Queremos calcular
Ryx[k] = E{Y[n]X[n — K]}
E{Y[n|X[n— K]} = bE {X[n]X[n — K]} + aB {Y[n — 1]1X[n — K]}
Ryx|k] = bRx[k] + aRyx[k — 1] = o®(bd[k] + aRyx[k — 1])
= 0?(bS[K] + a(bs[k — 1] 4+ aRyx[k —2])) = ... =

k
= bo® > a"sk — m]

m=0

Dibujo: ver que coincide con o?h[k]. Comparar con { R, = h}:
Autocorrelacion de la salida: ¢,?
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Proximas Clases

» Transformada de Fourier. Introduccion y Propiedades.

» TF de funciones generalizadas, simetrias: par-impatr,
real-imaginaria, funciones hermiticas, dualidad, algunos
pares transformados (cajén, exponencial, signo-escalon,
delta-constante, pulso gaussiano), linealidad, translacion,
similaridad.

» Translacion y similaridad. Mas pares: seno, coseno, peine.

» Derivacidén. Convolucién. Area bajo la senal y bajo la
convolucion. Integracion.

» Correlacion deterministica: Propiedades auto e inter.
Energia. Interpretacion como densidad de energia.
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