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FACULTAD DE INGENIERIA

SENALES Y SISTEMAS
Clase 12

Carlos H. Muravchik

21 de Abril de 2020
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Habiamos visto:

» SLIT/SLID con entradas aleatorias

Y se vienen:
» Sistemas lineales con entradas aleatorias: final
» Analisis frecuencial: parte 1
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Otro Ejemplo - revision/correccion

Considere el SLID (RIl), |a| < 1 (con X[n] aplicada desde n = —0)
Y[n] = boX[n] + aY[n — 1]
con entrada X[n] una secuencia iid con Rx[k] = o2J]k].

Intercorrelacion entrada-salida: Queremos calcular
Ryx[k] = E{Y[n]X[n — K]}

E{Y[n]X[n— K]} = bE {X[n]X[n — k]} + aE { Y[n — 1]X[n — K]}
Ryx[k] = bRx[k] + aRyx[k — 1] = 02(b5[k]) + aRyx[k — 1]
= 0?(bS[K] + abd[k — 1]) + aRyx|[k — 2] = ... =

=bo® Y " a"s[k — m]

m=0

Dibujo: ver que coincide con o2hlK].

Autocorrelacion de la salida: ¢,?
Si X[n] se aplica en n= 0: es como si X[n] =0, n < 0y condiciones
iniciales nulas Y[—1] = 0, resulta Ryx[k] = bo? 3% _, a™3[k — m]
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Analisis frecuencial

Motivacién
» Aprovecha intuicion sobre funciones periddicas
» Convierte convolucion en multiplicacién punto a punto
» Describe como se reparte la energia de una senal
» Relacion (casi) biunivoca entre 2 dominios (“puntos de
vista”)
» “Diagonaliza” el operador convolucién (postgrado). Para

SyS: en SLIT, entra un coseno y sale un coseno de la
misma frecuencia.

“One can FT anything-often meaningfully”
“It is important to understand what you CAN DO before you
learn to measure how WELL you seem to have DONE it”
John Tukey
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Fourier (21/03/1768 - 16/05/1839)

Dibujo de la Biblioteca Municipal de Grénoble
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Transformada de Fourier

Definicion:
Transformada de Fourier directa (o integral de Fourier o
ecuacion de analisis):

400

X(f) = F{x()}(f) 2 / x(t)e 2 di

—00

Transformada de Fourier inversa (o0 ecuacion de sintesis):

x(t) = F X)) £ o X(f)e? M df

—00
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Transformada de Fourier

Interpretacion:
Medida de parecido con exponenciales complejas de
frecuencia fija:
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Transformada de Fourier - Existencia

Condiciones de Dirichlet:
Si queremos que:

X(f) = F{F X))
x(t) = FTHF{X()HO}(D)

Es suficiente que se cumplan simultdneamente:
> x es absolutamente integrable [ |x| < oc.

» x tiene un numero finito de maximos y minimos dentro de
cualquier intervalo finito.

» x tiene un numero finito de discontinuidades finitas dentro
de cualquier intervalo finito.
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Transformada de Fourier - Existencia 1’

//,r"

Ejemplo de una funcién con infinitos maximos en x = 0. Es
sen(1/x).

Dibujo prestado de Bracewell, The Fourier Transform and its
applications
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Transformada de Fourier - Existencia 2

Si x(t) es discontinua en t, se obtiene:

—+ _
(1) = F (FLx()} ) (1) = Vo) T X6

» Hay senales de uso frecuente (constantes, escalén,
senoidales) que no cumplen con las condiciones de
Dirichlet (CD).

» Para que esas senales tengan transformada se recurre al
uso de distribuciones (delta de Dirac).
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Transformada de Fourier - Simetrias

+00 _
X(f) = / x(e =t 6 xoX

—00

Como: .
e /2 — cos(2rft) —jsen(2x ft)

-~

par impar

y usando que [ Ximpar = 0, descomponiendo

X=p+n=pr+jo;+ Ng+n;
X=P+ N=Pg+ P+ Ng+jN,

se tiene
X = PR + Jpi + NR + jny
Fl Fl Fl Fl
X = Pr + JP + JN; + Ng

Si x es real & X es Hermitica, es decir X(f) = X*(—f)
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Transformada de Fourier - Representacion Grafica

Funciones complejas (dibujos tomados de Bracewell)
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Transformada de Fourier - Propiedades 1

e Dualidad:Six > X
1. x*(t) D X*(—f)
2. X(=t) D x(f)

o x par — X par entonces x(t) D X(f) y también X(t) D x(f)

o ximpar — X impar entonces x(t) D X(f) y también
X(t) D —x(f)
3. x(—t) D X(-f)

Pares Transformados 1

» Cajon: Por definicion,

M(t) D sinc(s) = Se;gs
sinc(x) = Se;;rx D r(s) por Dualidad-2

» Exponencial unilateral: Por definicion,

1 a—[2r7s

. = ; >0
a+j2rs  a? +4n2s? “

e ““u(x) D

> Delta de Dirac: [*_§(x)e/2™Xdx =1 = F(s) =1

o(x) o 1
1 D i(s) por Dualidad-2

En forma directa, viola las conds. de Dirichlet!!
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Pares Transformados 1 - Grafico

Cajon

/‘\ 1

B
~—"

Exponencial Unilateral a derecha
'\EXH(X)

Constante - Delta de Dirac
H(|x)

T 5(s)
l
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Pares Transformados 2

» Signo: ;Mddulo integrable? No! Camino intuitivo:
calcular e~?¥lsgn(x); o > 0, y luego hacer ¢ — 0
Por definicién e

" . 1:2::)1
Fle-Msgn(x)}(s) = B |
1 1 \ s
o+j2rs  o—j2ws \L t\_/”/

Entonces, haciendo o — 0 (*)

-

Sgn(X) D) _/71'_8 == s
g dad-
v sgn(s) por Dualidad-2

i
1 -
sgn x 1 s
— 1
1
4
/
,
.
_-
| I T 1
”~
/
/
1
E— ]
I

() requiere ciertos detalles matematicos
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Pulso Gaussiano 1

Es simplemente una forma de pulso “redondeado”.
Definicion:

Pulso Gaussiano F'é.”SO Gaussiano - Escala logaritimica
107 =

amplitud
log amplitud
o

py(x) = e

w {0S) w (6 s)
» x = +1 donde cambia la concavidad. Ver en escala lineal.
» Pulso con soporte infinito. Ver en escala logaritmica.
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Pulso Gaussiano 2

» Con la escala adecuada, su TF es el mismo pulso
gaussiano.

o 0
2 H 2 1
Py(s) = / e ™ eI X gy = / g~ (MX*+/2msX) gy —
— 0

— 00

00
_ / e—7r(X2+j2$X—82)e—7rS2 dx =
—00
00
_ e—7r32 / e—7T(X—|—jS)2 dx = e—wsz
—00

» observe el truco de “completar a un cuadrado perfecto” y
usar que

1 /OO —(X—p)? /202

— e~ (Xx=1)/20% gy — 4

V2ro? J -

» El py tiene el mismo grafico que una fdp gaussiana de
media cero y varianza o2 = ;-
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Linealidad

Motivacion: expandir los pares transformados. Dar forma
sencilla para transformar, a senales aparentemente
“complicadas”.

Ejemplo: escalén u(x) = (1 + sgn(x))

N

Linealidad:sia,be C;f>D Fyg> G

af + bg O aF + bG

Sigue el ejemplo:

U(s) = 3 (F{1}(s) + F{san()}(s)) = 5 + s
algun detalle mas adelante.
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Transformada de Fourier - Propiedades 1’

Otra ilustracion de comousarque f+g > F+ G
f

8

N

f+g F+G

Bl

Extremadamente util (imagine escribir ecuaciones para cada tramo

de funcién...) 23/34



Pares Transformados 2’

» Tenemos la transformada de signo, delta...

» Escalon: ;Mddulo integrable? No!
Camino intuitivo como antes con signo?
No funcionara, porque valor medio # O.

Truco: u(x) = (1 + sgn(x))
y ahora aplicamos la Linealidad de la Transformada

T-_

——
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Translacion

Sig(x) > G(s),y deR

g(x — d) D e 2™ G(s)
2™ G(—x) > g(s — d)

por Dualidad-2.

Demostracion: escriba la relacién directa de la TF pero con
x — d en lugar de x y trabaje el factor exponencial.

Ejemplo: M(x) D sinc(s) entonces M(x — 1/2) O e/™Ssinc(s)
Verifique que -linealidad+translacién-

F{N(x —1/2)}(s) = F{u(x) — u(x — 1) }(s).
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Transformada de Fourier - Traslacion

Una ilustracion de traslacion

f(x —1/4) > e /™S/2F(s)

f(x)in 3D F(s)in 3D F(s) en médulo y fase
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TF - Algunos pares transformados 3

» Exponencial compleja: x(t) = e? ! con fy € R
et 5 §(f — 1)

5(t — ty) D e /2t
» Coseno: x(t) = cos(2rfyt) Euler + linealidad

cos(2rfpt) D %(5(f+ fo) + o(f —fy)) = 2lfo 1(f/2fy)

» Seno: x(t) = sen(2rfyt) Euler + linealidad

sen(27fot) O = (—6(f + fo) + 6(f — fy)) = 2Lfo 1(f/21)

2
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Graficos

cos 7s —i sin 7s

N o~
7/ 4
/ \ / \
1 \ ] \
] \ ) \
y 4 '
T +

sin 7x

Translacion de un coseno

Tomado de Bracewell

f(x)=cos x

AP

cos (x-€)
(small shift)

RE

Imaginary
F(s)

s

Imaginary

-

cos (x —%7)
(90° shift)

180° shift

A

Real
-~
Rl

F(s)
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cos(2rfot + ¢) = cos(2mfot) cos(¢) — sen(27fyt) sen(¢p)
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Similaridad

O cambio de escala. Si g(x) D G(s), y aeR
(1) > 7 Gls/a)

Ejemplo: Si T > 0, entonces M(x/T) D Tsinc(sT)

*~ Sia> 1, f(ax) se contrae; pero F(s/a) se expande.
* Variaciones mas rapidas dan contenido de mayores

M ol
kil

VARN
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Transformada de Fourier - Similaridad

Otra ilustracion de similaridad

1
x(at) D EX(f/a)

—_— | T

ISV A RV - "’F’_\I‘
Obsérvese como el area de la transformada se preserva. ¢ Por qué?
x(a0) = x(0) para cualquier a.
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Translacion y Similaridad juntos

g(ax — b) = g(a(x — )) D é@(s/a)e—j&rs

Puede verse como si uno primero desplaza en b
G(s) — e /2mbG(s)
y luego, al conjunto, le cambia la escala en a
. 1 .
e—/ZWSbG(S) s 59_127T8(b/a) G(s/a)

% No confundirse: NO es lo mismo que hacer primero un
cambio de escala de ay luego una traslacion de b.
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Proximas Clases

» Derivacion. Convolucidn. Area bajo la senal y bajo la
convolucion. Integracion.

» Correlacién deterministica: Propiedades auto e inter.
Energia. Interpretacion como densidad de energia.

» Reconciliacidn serie y transformada de Fourier.
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