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Habiamos visto:

1. Transformada de Fourier
2. Existencia. Simetrias.
3. Pares transformados usuales.
4. TF de pulso gaussiano.
5. Propiedades.
Y se vienen:
» Pares transformados repaso. Peine
» Derivacion, Integracion
» Convolucion, Areas, Modulacién
» Respuesta en frecuencia de SLIT
» Correlaciones deterministicas
» Rayleigh-Parseval. Dens. de energia
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TF - Algunos pares transformados 1

> x(t) = e “u(t), a>0

—at
e “'u(t) D o1 j2rf a>0
> x()=ell a>0
2x
—alt|
e Da2+47r2f2 a>0
> x(t) =4(1)
o(t) O 1
> x(t) =1
1 D 40(f) pordualidad (2)
(x(t) = 1 no es moédulo integrable!!)
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TF - Algunos pares transformados 2

» Cajon: x(t) =n(t)

sen(rf)

M(t) D sinc(f) = —

» Signo: x(t) = sgn(t)
T -
-1 D sgn(f)
Jmt 9
» Escalén: x(t) = u(t), (no es modulo integrable!!)

u(t) = 5 (1 +sgn(t))

u(t) > % (5(f) + ﬁl—,r)

N —
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TF - Algunos pares transformados 3
» Exponencial compleja: x(t) = €2 ™! con fy € R
g2l 5 §(f — fy)

» Coseno: x(t) = cos(2rfyt)

cos(2rfyt) D %(5(f+ fo) +0(f — 1))

» Seno: x(t) = sen(2rfyt)
sen(2nfyt) D zlj(—é(f+ fo) + o(f — 1))

. 2
» Pulso gaussiano: x(t) = e~ ™!

—7te —rfe

e DN
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Pares Transformados - Peine 1

t(x) = D (x —n) D1(s)

nN=—oo

pero... ,como?
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Pares Transformados - Peine 2

» Cualquier intento de usar la definicién falla (Lin. a un
namero infinito de sumandos; ¢, converge?).

» Siinsistimos en usar L+T

m(x)'_> f: e—j27rsn

n=—oo
que es una “serie formal”, pues no converge (como bien lo

sufrié el mismo Fourier!!)

» Demostraremos con series de Fourier la Formula de
Pascal

i e—j27rsn _ m(s)

y eso lleva al resultado.

() D 111(s)
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Derivacion

Dominio ‘tiempo’. Si x D X entonces, si x es diferenciable,

df , .
&(x) = f'(x) D j2wsF(s)
Dominio ‘frecuencia’: si X es diferenciable,

—j2nxf(x) D F'(s) = %(s)

Demostracion: usar expresiones de TF directa e inversa.

Ejemplo:
senmS
TS
2 U(x) D j2mssinc(s) = j2senws

M(x) D sinc(s) =

Observar que al derivar, se incrementaron las altas

frecuencias.
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Derivacion - llustracion

Function

Derivative

Ly
[}
T Second derivative II
i

Transformada de Fourier - Mas propiedades

» Convolucion: Six D X e y D Y entonces

{xxyi(t) 5 X(HY(F)

F{x* y}(f) = /e 127”‘7/ n) dndr =

_ /e—jZTran(n) /y(T _ 77)e—127rf(7-—77) dr dn =

— [ e xmyan [ y(@)e ) do = X() Y (1

» Multiplicacion: Si x D X e y D Y entonces

x(O)y(t) > {X* Y}(f)
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Convolucion - Ejemplo

I1(x) sinc s
x 7 N>
=11 sinc? s

Y entonces obtenemos otro par simple

sen?(7f)
w2 f?

(M % T} = A(t) D (sinc(f))* =
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Transformada de Fourier - Modulacion

Six D> Xy fy,ly € R entonces (recordar )
x(t)cos(2rfpt) D %(X(f+ fo) + X(f — f))
x(t)sen(2mhot) S £ (X(f + o) — X(f — o))
, A . 2
~ @b(\ G (5¢%) 7 | /\6(6 ~50)
§ \ A 2 /\ \ ' .
/ \ \ |
. ﬂ \ﬂ\,:. ) N N
1y A
{
| |

> Y5,

De forma dual

% (x(t+to) + x(t — 1)) D X(f)cos(2nfity)
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Modulacion

F(s)

= Al

f(x) cos 2mx

Derivacién - Integracion

Teniamos
» Derivacion: Si x D X, entonces
%(t) = x'(t) D j2rfX(f)

—jertx(t) D %(f) = X'(f)

La operacién “inversa”:
» Integracion: Si x D X'y a € R entonces

t
/ X(A)dA O ,);(73 4 X(Ogé(f )

— 0

Notar que al integrar se atenuan las altas frecuencias.
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Integracion - detalles

Considere x(t) D X(f). Defina la funcion integral ix(t)

t o0
iX(t):/ x(o) da:/ x(0) u(t — o) do = {x  u}(t)

—00 —00

Luego ix(t) D Ik(f) y como {x x u}(t) D U(f)X(f)

I(f) = U(F)X(f) = X(f) (%(6(f) + j;—f)) = @5(") + j);%

en sentido distribucional.

» Ladelta en f = 0 refleja el area bajo la curva de x. ¢4 por
qué por 1/27?

» La division por f atenua las altas frecuencias de x
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Otra motivacién para la TF

Respuesta de SLIT a exponenciales imaginarias:
ot

x(1) = gl2mht E———(T\_g&)

y(t) = /+Oo x(t—7)h(T)dT = /+OO e’27rf°(t_T)h(T)dT

— 00 — O

. +OO .
y(t) — e/27rfol‘/ e—j27rfo7'h(7_)d7_

— 00

. el 40
y(t) = H(fo)e/zﬂfot %(}H&)\L@ con
L L

%

+o0 )
H(f) = / h(r)e 207 dr
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Respuesta de sistemas lineales a exponenciales
imaginarias

H(fy) es un numero complejo (Ojo!! Tiene parte real e
imaginaria - o modulo y fase -).

En un SLIT cuando entra una exponencial imaginaria, sale una
exponencial imaginaria de la misma frecuencia. Pero su
amplitud y fase cambian de acuerdo a H(f), que depende del
sistema en cuestion.

Las exponenciales imaginarias son autofunciones de los SLIT
y los correspondientes valores H(fy) autovalores

Ocurre como con matrices (operadores lineales en espacios
vectoriales de dimension finita).

¢,Qué ocurre cuando a un SLIT entra un coseno? Usar

linealidad.
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Respuesta en Frecuencia de SLIT

Si variamos la frecuencia de la exponencial imaginaria de
entrada, obtenemos (barrido de frecuencia)

400

H(f) = / h(t)e 2" it

— 0

que es la transformada de Fourier de la respuesta impulsional
del sistema.

Por este motivo, H(f) se conoce como la respuesta en
frecuencia del sistema.
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Respuesta en Frecuencia de SLIT

Sea un SLIT con respuesta impulsional h(t). Sean x(t) e y(t)
la entrada y la salida de dicho sistema respectivamente. Como

y(t) = {xx h}(1)
Utilizando propiedades de la TF llegamos a que
Y(f) = H(f)X(f)
donde H(f) es la respuesta en frecuencia del sistema.

Atencion: ¢ Siempre existe H(f)?
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Respuesta de SLIT a entrada coseno

x(t) = Acos(2rfpt). SLIT con respuesta impulsional hreal y
h(t) D H(f).

A.H(f)
2

Y(f) = H(f).X(f) = [0(Ff + o) + 6(Ff — fo)] =

_ 2 [H(—fo)g(f+ o) | H(fo)ééf - fo)}

Como hreal, |[H(f)| resulta par y ZH(f) impar; entonces

[H(f)l = [H(-©)] ZH(h) = —ZH(-h)
Luego
_AJH(f)| [e<H05(f — fy) | e“HM5(f + h)
Y(f)=— 5 + 5 C
Cy(t) = w [o4bIgintt 4 o= <Hlb)g-remt] _

= A.|H(f)| cos(2rfot + £H(fy))
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Area bajo la curva de senal

Si f(x) D F(s), notar que de F(s) = [*_f(x)e /2™Xdx
)
A

ea .
' (0> c%;
- >
=

7

X

El grafico muestra un imposible ¢ por qué?

Y también, el Area bajo la convolucion

sif O F, g O G notar que como {fx g}(x) D F(s)G(s)

o Afxgi(x)dx = F(0) - G(0)
—~—

——
area area
bajo f bajo g
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Correlacion de deterministicas - Vision en frecuencia

Considere senales de energia f(x) D F(s)y g(x) D G(S).

La intercorrelacion de f con g es

) = [ fx+ ) () do = {5 g}(x)

como .
f(x+0) = / /2™ F(5)e/2™* ds

se tiene, cambiando el orden de integracién,

'Vfg / / ej27rSU dO' F( )ej27rsx ds

G*(s)

entonces, con yiy(Xx) D My(S)

lg(s) = F(s)G'(s)
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Correlacion - alternativa 1

Observacion : La correlacion de f con g es igual a una
vV . s
convolucion de {f(-) con g(x) = g*(—x). Preste atencion:

{fxg}(x) Z/_oo f(x +0)g*(0) do =
= [ F(x-0)g (@) dr = (T g)(-x)
PERO también
{fxg}(x) Z/_OO f(x +0)g* (o) do =

:/OO f(x+a)5(—a)da:/oo f(x — \) g(\) dA =

= {f+g}(x)

% Aprovecharemos la TF de la convolucion.
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Correlacion - alternativa 2

% Aprovechando la TF de la convolucion:
vV
vig(X) = {f*g}(x) = {f+g}(x) D F(s)G(s)

porque ]—"{5} = G*(s) por Dualidades-1 y 3.

PERO también

11o(X) = {F g} (%) = {F 5 g} (—x)
S (F*(s)G(s)}* = F(s)G"(s)
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Teorema de Rayleigh

Por definicion de inter-correlaciéon

160 = [ flo)g"(0)do

— 00

y también
1) = [ F0)& (o) d

por lo que calculandoen x =0

/ " Ho)g'(0)do = /_ Z F(s)G"(s)ds

— 0

0 sea, las areas bajo la curva de fg* y de FG* son iguales.

Para los que gustan de las matematicas: la TF de funciones de
energia es una isometria.
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Relacion de Parseval

Especializamos la inter-correlacion para autocorrelacion,
haciendo g = f:

7t(X) D Te(s) = F(s)F*(s) = |F(s)I?

entonces

e Nueva propiedad de la funcién de autocorrelacién:

La TF de una funcidn de autocorrelacion es real y positiva.
Recordamos que 7(0) = [ |f|> = & la energia de la funcion f.
El teorema de Rayleigh especializa en la Relacion de Parseval:

| toRdo=e= [ IFs)ds

— 00 — 00

e es decir |F(s)|? da la reparticion de energia de f en funcién

de la frecuencia o densidad espectral de energia.
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Correlaciones deterministicas, en frecuencia

Senales de energia.
La intercorrelacion de f con g es

F{g(X)} (8) = Tr(s) = F(s)G"(s)
La autocorrelacion de f es

7#(X) D Tr(8) = F(8)F*(s) = |F(s)I?

Teorema de Rayleigh:

/ " Ho)g'(0)do = /_ Z F(s)G"(s)ds

— 0

Teorema de Parseval:

| opdr == [ IF(s)pds

—00 —00

|F(s)|? representa Densidad Espectral de Energia

Proxima Clase

» Transformada de Fourier de sefales perioddicas
» Relacién SF-TF

» Momentos. Centroide. Duracién-ancho de banda. Principio

de incertidumbre

» Transformada de Fourier de tiempo discreto (TFTD)
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