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Habiamos visto:

» Anadlisis frecuencial:

» SLIT: respuesta en frecuencia

> Area e Integracion

» Correlacion deterministica: Propiedades
» T. de Rayleigh - Parseval. Energia

» Densidad Espectral de energia.

Y se vienen:

N o s Wb~

TF de senales periddicas

Relacién TF de senales periddicas con su Serie de Fourier
Momentos

Centroide - Duraciéon y Ancho de Banda

Principio de incertidumbre

Desigualdades

ldea Teorema del Limite Central
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Senales periodicas

p(x) = p(x + L)

p(x)= 3 f(x— kL)

k=—o0
f(x) = p(x) 1 (x/L)

» Las funciones periddicas son de potencia, no son de &

» Su TF debera tener deltas de Dirac.

» Sabemos que cada p(x) tiene una serie de Fourier (SF)
que la representa en el mismo dominio x

oo

p(x)~ > ki

Kk=—o0

» ;Como es la F{p(:)}(s) = P(s)?
» P(s) esta en el dominio s ¢ Qué relacidn tendra con la SF?
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Transformada de Fourier de la senal periodica
p(x)= > f(x—kL)=

k=—oc0 {0 {,\(Q
- {f(f)* > 5<skt>}<x> :M&
Kk=—o0 h ‘

~ {0

y ahora
FIp(x)}(s) = F(s)- 111(Ls) =~ 3~ a(s — k/L) =
Kk=—00
= 1[ > F(k/L)s(s - k/L) = P(s)
k=—00
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Transformada de Fourier de la senal periodica

Fip(x)1(s) = P(s) = 1[ > F(k/L)d(s—k/L)

k=—o0

» Senal periddica (periodo L) D tren de deltas separados 1[
> Las areas de las deltas son ] F(S)|s—x/., k € Z

» El area de las deltas queda determinado por la TF de un
solo periodo de la sefal, F(s)

Observacion: -+ (})/’j L A o I F @/L) L
El tren no A

siempre tiene e e
infinitas deltas. ' T /(‘
P.ej.: senoy g , ~3
cOoseno. 3 /L ,’f% J{L ) /L l/l. 3 g
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Serie de Fourier y Transformada

Sea p(x) periddica, de periodo L > 0. La serie de Fourier que
representa a p(x) es

0.9}

p(x): Z ckej%k%

k=—o0
Los coeficientes ¢, son

1 t/e —j2rkx/L gy
Ck = p(x)e adx =
LJ_ 1)z

1o 1
=7 f00e e k= LF ()]s

donde f(x) = p(x)I'1(x/L).
Note: los {ck} se obtienen integrando sobre un periodo; no
importa cual sea el intervalo de integracion.
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TF y SF de p(x)

Consecuencias:

» El coeficiente del armonico k de la SF, es igual a 1[ de la
TF de 1 ciclo de la senal periddica, evaluada en la
frecuencia del armonico (s = %)

» Transformar formalmente término a término la SF da un

tren de deltas igual a la P(s).

» El area de las deltas de la TF de p(x) coincide con los
coeficientes de la SF de p(x).

A(10) * T11(x) 1170 sinc2 £ 111()

1 x s
L ginc2 2
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Fendmeno de Gibbs

Truncamiento de la SF:
» Truncar la SF a £N términos es, en el espectro, como
multiplicar P(s) por el [ (5757 ).
» Opera como si aplicaramos un filtro pasabajos a la TF.
» El efecto en x de truncar a =N términos es como hacer la
convolucion

pe) + M Dsine((@N + 1)e/L)}(x).

» A medida que N crece se convoluciona p(x) con una
funcidn mas y mas parecida a una delta.

» Pero en los puntos de discontinuidad de p(x) ...
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Fendomeno de Gibbs - sigue

Efecto en puntos de discontinuidad de p(x):

\ IS

La distancia entre picos positivo y negativo en (b) es proporcional a
1/N
El sobrepico es aproximadamente 9 %
11/29

Peine y formula de Pascal

— Z 5(x—n) D 1M(s). Ingenuamente

n=—oo

G(s) = F{1H1(0)}(s) = L . . Luego

—_—
periddica en s con L=1, ¢,=1

00 . 1/2 .
Ch=1= 11/ G(s)1(s)e /2™ ds = / F(s)e /2™ ds
—00 —-1/2

entonces, debe ser F(s) = (s) y

ZFs—n Zés—n =111(8)

nN=—oo n=—oo

Finalmente | t11(s) = 3. ___e/2™™ | |a formula de Pascal, una
igualdad en “sentido distribucional”.
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Momentos

Supongamos g O G. Tenemos momento de orden nde g:

00 n ad"G
Mn :/ x"g(x)dx = mp = (;ﬁ) g5 (0)

— o0

Demostracion: de la definiciéon de TF,

%(s) :/ (—j2mx) g(x)e 2™ dx =
d"G . o° _ion
= e (s) = (—/27r)”/_oo x"g(x)e 17 dx |
Similarmente, para momento de orden n de G, comenzando
conla TF~':
o0 1 n d”g
— n —
M, = /_OO $"G(s)ds =  |Mp= (jzﬁ) o0
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Momentos - ejemplos

Pensar f(x) como densidad lineal de masa.

e Primer orden (momento)
Si f(x) =t(x), de Fisica, my = Z'3 + 15t = —1/2.
( i

. o j ! 0) . _I_ _
Por lo anterior, F(s) = jsen(ws), luego ——~ = 5~ = —1/2
. . 2
e Segundo orden (momento de inercia) mp = —4%2%—39(0)
Jf{( —~
ba|o nomenlbs de Fpercaa bc"i‘" comvedura centcel
T oS ?vw[b‘@fu
A =D
o hento e l/u,:[g"/’n/q)u@‘ ne existe Ferivach se5onk

cormvatoz central N feirdia
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Centroide

ldea: Localizar |la senal en el eje de x,
= ubicar el “centro de masa”.

1) L

Suma de
momentos ’
| " S
x> <
/(x —(x))f=0
0 sea,
B [ xf
<x>/f_/xf = <X>_ff_
_—Ff() j d
"~ j2rF(0) 2w ds InF(s)ls=0
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Duracion equivalente
ldea: 4 Cuanto dura una senal f? jd;!
] _ oz , alto = f(0)
Area bajo f(x) = Area rectangulo{ ancho = dy

entonces

45
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Ancho de Banda equivalente

La misma idea: cuanto se extiende f, pero en el dominio de la
frecuencia.

Con f(x) D F(s), el ancho de banda equivalente de f es B,
definido por:

, | » ] alto = F(0)
Area bajo F(s) = Area rectangulo{ ancho = B;
entonces
/F = F(0) - B
0 sea,

CJF0)
5= Fo) = [t
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Duracion x Ancho de Banda

Consideramos duracion equivalente d; y ancho de banda
equivalente B;.

Recordar

ki s _ JF _f0)
"TFO) " [f

en consecuencia

d;- By =1

% a mayor duracién equivalente, menor ancho de banda
equivalente y viceversa.

% Nno se pueden tener sefnales de corta duracidén y poco ancho
de banda.

Esta es una forma rudimentaria del “principio de
incertidumbre”.
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Principio de Incertidumbre 1

Duracién equivalente y ancho de banda equivalente tienen
limitaciones:
» dependencia del area

conelsignode fo F T 0

» dependencia con el
valor de f(0) o de F(0)

» demasiado orientadas a 0
medir “concentracion de
amplitud alrededor del
origen” sl

> nocontempla formasde e < ¢ 4 s s b i v oo
onda con oscilaciones

Existen otras medidas: ancho de autocorrelacion, ancho en
media cuadratica, etc.

22/29

Principio de Incertidumbre 2

Una medida sofisticada para atacar esas limitaciones es la
desviacion medio cuadratica del centroide de |f(x)|?, Ax

o XX [ [ X))
B = T | T1Fx)R |
y de modo similar para el ancho de banda As
o [SEIF(S)Z [ [sIF(s)]?
() = TIF) [ TIF(s)? ]

y resulta un principio de incertidumbre (como el de
Heisenberg):

2

1
AX-As > —
X S_47r

con igualdad -minimo producto duracién/ancho de banda- para
el ;

y consecuencias similares a las extraidas para ds - By = 1
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Desigualdades

1. Cota del maximo de f(x) en funcion de la F(s)

o0l < [ IF(s)lds

Demostracion: como f(x) = [*°_F(s)e/2™S ds luego,

0.0}

WWS/mF@MWW%zf\Hw%

— 00 —00

2. Cota de la maxima pendiente de f(x) en funcidn de la F(s)

(x| < 2r / " |sF(s)| ds

Demostracion: como f'(x) = j2r [*°_ sF(s)e/?™S ds luego,

" |sF(s)||e2™| ds = / " IsF(s)| ds

—00

wun§2¢/

— O
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Teorema del limite central

1. auto-convolucién multiple - dibujos

TI(x) sinc s

AN

sinc?s

/
ANNERVAN

sinc3s

T~ I\
/

sinc4 s

N\

2. sigue...
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Teorema del limite central

En probabilidades: la suma de VA independientes tiene
densidad de probabilidad igual a la convolucion de sus
densidades.

Caso id

1.

L

. Luce como una Gaussiana con o2 =

auto-convoluciéon multiple
méaximo en 0 y McLaurin ~ (1 — af?)
n-sima convolucion ~ (1 — af?)"
aproximacion e* ~ (1 + x/n)" cuando n — oo
luego, (1 — af?)" — o e~
antitransformando

g—anf? - (1)1/Ze—w2x2/an

an

an

2r2
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Clases que vienen

» Analisis de Fourier de SVID
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