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Habiamos visto:

» Momentos
» Centroide - Duracién - Incertidumbre
» TF de senales periodicas
» Relacion con su Serie de Fourier
Y se vienen:
1. Andlisis frecuencial de SVID
2. Transformada Fourier de tiempo discreto
3. Propiedades
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Analisis frecuencial de SVID

» TFTD: Transformada de Fourier de Tiempo Discreto

» TDF: Transformada Discreta de Fourier
» SDF: Serie Discreta de Fourier

TFTD - Motivacién frecuencial

“Reproducir” lo ocurrido con SVIC.

Aperiddicas
TF

SVIC

Periodicas
TF: SF

Aperiddicas
TFTD
largo
finito

SVID

TDF
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Periddicas
TDF: SDF

<_)
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TFTD - Motivacion SLID

“Reproducir” lo ocurrido con SVIC:

olnl Hq{-} il x[N=a" acC

ylnl = {x=h}[n] = 3,2 hikla"~*

<Z h[k]ak> = H( ) ol

K=o _ autovalor autofuncion
Vo

(A)
y luego por superposicion:

M M
X[n =" cmap = y[n =Y cnH(am)ap,
m=1

—_—
(B)

» (A) sugiere la definicion de la TFTD

» (B) sugiere la forma que debiera tener una Serie Discreta de
Fourier (SDF) 7/29

TFTD definicion

e/27rs Z f[k]e—127rsk

K=—o0

Otras notaciones: F(Q) con Q = 2rsy F(e/*) con w = 27s.

» Condiciones de Dirichlet? mas sencillo:

» Existencia: secuencias absolutamente sumables
> ke —oo IFIK]| < 00
» discontinuidades?

» Si f[n] es abs. sumable es de energia finita. La conversa
NO vale. (Interesado? vea la filmina que sigue)
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Si f[n] es abs. sumable es de energia finita

f[n] abs. sumable =

3C\ i f[n]] < C <

n=—oo

Definimos F[n] = L(';] Claramente |F[n]| < 1y |F[n]|? < |F[n]|.
Entonces

Y IFIE< Y IFIl=(1/C) Y If[nll

n—=—m n—=—m n=—m

Tomando limp_- @ ambos lados,

m

I 2 2
5f_n7|@wn;m|f[n]| < C? <0

y resulta que f[n] tiene de energia finita.
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Propiedades

F(eP7) = S0 flkJe 72k

Propiedades de F(e/27$):

e Es una funcién de la variable independiente continua s. O
sea, en s es una SVIC.

e Es periddica en s!!l de periodo 1.
e Entonces tiene una SF: Y ;2 c,e/2msK
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TFTD inversa

e/27rs Z f[k]e—127rsk

k=—00

> Serie de Fourier: >27° ___ cxe/?sk
con

Cx = / |—| ej27TS) —j2msk ds —

1/2 . ,
— / F(ej271'3) e—j27rsk ds

—-1/2

por lo que como flk] = c_,

fln] = fjﬁz F(ej27r3) e/2msn 4g
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Ejemplo TFTD - Exponencial

Secuencia bilateral expon. decreciente x[n] = a"l con |a| < 1

o) —1

X(ej27r3) _ Z X[n]e—j27rsn _ Z a|n|e—j27rsn_|_ Zane—j&rsn _

n=—oo n=—oo n=0

o o o
amej27rsm _|_Z ane—127rsn — 1+ Z amej27rsm + Z ane—j27rsn
k=0 = k=0

M

m=1

sumando la serie geométrica

X e/27TS — 1 1 —limpseo ane—/ersm q _ M m— oo ame—/2msm B
( ) - 1 — gelers T 1 — ge—/2ns -
1 1 1 — az
= -1+ >— + _

1—aeP s 1 —ae/>*s 14 a% —2acos(2rSs)

Verificar propiedades. Graficar (s =0, s =1/2)
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Ejemplo TFTD - Exponencial Graficos
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a=-0.8 Secuencia a=-028 TFTD 135

Ejemplo TFTD - Cajén

Cajon con numero impar (2N + 1) de puntos x[n] = recty[n].

X(ej27TS) — i X[n]e—j27rsn _ i e—j27rsn _
n=—o0 n=—N
oi2msN _ g—j2rs(N+1)  g—jrs gj2ns(N+1/2) _ g—j2rs(N+1/2)
B 1 —e/2rs ~ e s e/ms — eI7s N
_sen(2N +1)7s
B senmSs

Verificar propiedades. Graficar (s = 0; notar s=m/(2N + 1) y
s=1/2)
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Ejemplo TFTD - Cajén Graficos
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Secuencia TFTD

15/29

TFTD - Propiedades 0

» SVID:f[n] Dy F(€/°75) que es SVIC, periddica

> f[k] = plk] + nlk] = pr + jp1 + NR + jni;

> F(e’?”S) = P(e/'z”) + N(ejzﬂs) = Pr+ jP;+ Nr + jN,

» Simetrias: como en TF, parte par transforma en parte par;
parte impar transforma en parte impar. Y ademas,

f= PR + Jpi + nR + Jn
Fl Fl Fl Fl
F = Pg + JP + JAY + Ng

Mas aun, las “tradicionales”

f*[n] Dy F*(€7/27)
f[—n] D F(e_jzws)
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TFTD - Propiedades 1

» Linealidad
» Desplazamiento

fln— d] Dy € 2™UF(e?™%) deZ
pero  e2™f[n] Sy F(277) deRr

Notar el desplazamiento circular.

Demostraciones.
Linealidad? Aburrido y facil, queda para Uds.
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TFTD - Desplazamiento circular

e Sea d € Z. Pensemos una nueva SVID g[n] = f[n — d]

1/2 . ,
g[n] = G(e/?™) el°™" ds = f[n — d] =
—-1/2
1/2 . . 1/2 . . .
— / F(e/27r8) e/27rs(n—d) ds = / {F(ejZWS)G/ZTrSd} ej271'3n ds H
—1/2 —1/2 - ’
G(ej27rs)
e Sea g Dy GY h Dig H, con G(e/27(5-9)) = H(e?™$)y d € R
1/2 _ , 1/2 . .
h[n] — H(ej27TS) e/27rsn ds — G(ej27r(s—d)) e/27rsn ds =
—1/2 —1/2
1/2 . . . 1/2 . .
_ G(ejzm) eij(A—i—d)n d\ = e127rdn 6(6127r3) 27N 4o W
—1/2 —1/2

gﬁ]

18/29



TFTD - Ecuaciones en diferencias

Usando la Propiedad de Desplazamiento y Linealidad, el SLID
p q
Y ayln-i=) bxn—k =
i=0 k=0
(con condiciones iniciales nulas) transforma en

P q
Y(ej27r8) Z aie—j27rsi _ X(ej27TS) Z bke—j27rsk

i=0 k=0

lo que lleva a la importantisima (para los s en que X(e/2™$) # 0)

Y(e2ms) Sl bkePTK by + bie /27 ..+ bae/2mas

X(e/2ms) a '?:0 aje—lersi apt+aje TS L+ ape—f?”PS

Respuesta en frecuencia: H(e/?™%) = Y/(e/?7S) / X (e/?™9)
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TFTD - Propiedades 2

> Reflexion f[—n] D F(e™/?7$)
» Similaridad - ¢ Hay algo como el cambio de escala en

SVIC? NO!.
Pero alterando la SVID original

] = flml Yyn=ma mecZ
a0 n no multiplos de a € N

permite decir
Fa(e/?™) = F(e/*™) aeN
Estirar la secuencia (a > 1, rellenando con ceros),

comprime en frecuencia.
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TFTD - Propiedades 3

» Diferenciacion

j dF(e/?ms)

2T ds

» Integracion Término a término. Para f[n] tales que
S =Ky flo]=0

—0o0 n

nf[n] Dy Ojo! con esta derivada

S .
W S jor [ R )de+ K nto
0

» Diferencia Simple

fln] = fln = 1] Sug (1 e727) F(e27)

» Suma y Suma Parcial Note que . Sea
gln] = >-f— . flm]; usando que g[n] — g[n — 1] = f[n]
o F ej27rS
ol Sy G(eP) = 1 ° )

con f[n] abs. sumable. ;Y si f[n] tiene “valor medio” # 0?
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Pares especiales 1

» Como g[n] = fiﬁz G(e/?7$)e/?™"S g, si
G(e2™%) = §(s); s =0 € (—1/2,1/2), entonces
g[n] = 1Vny luego se tiene el par

glnl =1 Dy G(E™) =111(s)

» De manera similar, para f € R

gl2min Ditg TI(s — 1)

Nota 1: TFTD{e/2"M(e/278) = 5°°° __e~/2m(s=N" que no
converge! Pero usando la formula de Pascal...
Nota 2: f indistinguible de f+1 odef+mparame Z

» Secuencia coseno por linealidad

cos(2n1) Sy L (TTH(s+ 1)+ Ti(s ~ )

» Secuencia seno

(t11(s + f)— (s - 1))

N .

sen(27fN) Dy

22/29



Ejemplo: Signo y Escaldn
» Secuencia signo senal sin media...

- { 723
sgn[n] —sgn[n — 1] = 24[n]

SGN(e/?™S) — e /27SSGN(e/?™S) = 2

entonces

: 2
SGN(elzﬂ's) — m

» Secuencia escalon senal con media. Si usa la férmula de
Diferencias Simples pierde -se cancela- la media.
Usar u[n] = (1/2)(1 +sgn[n]) y

- 1 1
U(e/™) = > TM(s) + 1o frs
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Convolucion

SifDimg FYGDimg G
{fxg}n] D F(ejzws)G(ejzws)

Dem:
o o0 1/2 ' .
{fxg}[n] = Z flk]g[n—k] = Z {/ F(e/275)e/2mks gg } gln—k] =
k=—o0 k=—00 —1/2
1/2 . > . .
— / F(6127r5) Z g[n . k]e—j27r(n—k)s e/27rnsds _
—1/2 k=—o0
1/2 . . . . .
— / F(e127TS)G(ej27rS)6127rnst _ TFTD—1 {F(ej27rs)G(6127r5)} u
—1/2

» En SLID, con entrada exponencial imaginaria de
frecuencia f:

Y(e275) = H(e”™) 111(s - f)
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Correlacion de SVID deterministicas

SifDiumg FYygDima G
{fxg}ln] Dma F(e2™)G*(e*™)

Dem:

yolnl = {fxg}inl = > flk+nlgk] =

k=—00
© 1/2 . .
_ Z {/ F(ej27TS)ej27T(n+k)S ds } g*[k] _
k=—o0 —1/2
1/2 . s . .
— / F(ej27TS) Z g* [k]e/27rks e_/27rnsds —
—1/2 k=—00
1/2 . . . . .
— / F(eJZWS)G*(ejZTrS)ej&TnSdS _ TFTD—1 {F(ejZTrS)G*(e_/ZTrS)} B
—-1/2
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Teorema de Rayleigh

La intercorrelacion cumplia

1/2 . . .
’yfg[n] = {fxg}[n] = / F(ej27rS)G*(ej27rS)ej27rnSdS
—1/2
Evaluando en n =0,
0 1/2 . .
1glol =| > flKlg*[k] = / o F(e/2™%)G*(e/2"5)ds
k=—c0 -

el teorema de Rayleigh.
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Parseval - Energia

Relacion de Parseval para SVID

Es el T. de Rayleigh especializado para g = f,

o] = S fKIF[K] = /

Kk=—0o0 o

1/2 . .
F(ejZTrS) F* (e/2773)ds
1/2

y entonces,

2
ds

—1

i 1/2 ,
wl0] =| 3 1 =g = [ (R

k=—00

Idea de \F(efzﬁs)}2 como densidad espectral de energia.
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Clases que vienen

» Analisis frecuencial para SVID periddicas

» Analisis de Fourier de procesos estocasticos (SVIC y
SVID)
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