CAPITULO DOCS.

TRANSFORMADA Z.

II.1. INTRODUCAON.

En € capitulo anterior se demostrd gie la transformada de Laplacede una sefial mues-
treada f* (t) puede ser expresada en dstintas formas:

Fe)= 3 fr ™ (2-1)
1 .
Fi(s)= > F(s=inan) (2-2)
F'(s)= Z QesiduosjeF(/\) %[. (2-3)
enpolosdeF (1) l-e E

La ewadodn (2-1) es unaforma novedosa de ver una funcién transformada pues  indi-
ca, explicitamente en su estructura, la ubicadon temporal de las muestras de la seauencia. Efec-
tivamente, mientras el fador f,r de cala uno ce los términos fiaa d valor de la muestra d fa-
ador e ™" indica su desplazaniento. La ewadon (2-2) es interesante desde @ purto de vista
didadico, ya que permite comprender problemas asociados alarecnstruccdon de sefiales mues-
treadas. La ewiadon (2-3) presentala ventgjade ser una expresion cerraday particularmente (til
para obtener latransformada de la sefial muestreada apartir de tablas de transformadas de sefia-

les continuas.

II.2. TRANSFORMADA Z.

Observando la emiad6n genera (2-3) se puede ver que s aparece @ e fador €. La
presencia de s en forma exporencial, en todas las expresiones cerradas de F*(s), sugiere la posi-
bili dad de un cambio de variable cmmpleja. Se define, entonces, la variable z como:

z=¢" | (2-4)
es dedr,

s= ‘Il' In(z). (2-5)

En estas condciones  define la transformada z unil ateral de una sefial muestreada f,.r
como:

o) = r; foz". (2-6)
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La ewiadon (2-6) esandloga ala (2-1) y por comparadon piede interpretarse az* como
un operador de retardo de unamuestra. Asi Z" indica para calavalor de n, laubicadénrelativa
en el tiempo ce los distintos valores de la seauencia

Cuando se deben andli zar sefiales definidas para todotiempo, como son pa gjemplo las
sefiadles dedorias, se suele utili zar la transformada z bil ateral en la aa € indice de la sumatoria
se extiende de -0 a . En €l caso de sefiales causales, f(t) es nula para tiempos negativos, por 1o
tanto, el indicede la sumatoria se extiende de 0 ac como lo muestrala exiadén  (2-6).

Esimportante destaca que latransformadén (2-5) se rediza en F*(s) y noen F(s).

Ejemplo.

Calcular latransformada z unil ateral de la seauencia que se obtiene d muestrea un es-
cddn untario, es dedr:

- sinz0 27)
e %) sin<0’
A partir dela ewadon (2-6) se obtiene:
Fi2=S z", (2-8)
gue puede expresarse en forma cerada como:
F(z)= 21 para|z >1. (2-9)
Z =

11.3. RELACION ENTRE LOS PLANOS*“S MUESTREADO” Y Z.

Cada mna del plano s=0 +w, tiene su correspondente en e plano z=M[@¥ siendo
M=e’ T y ¢=oT. Resulta @nveniente definir esta rrespondencia para distintas zonas
caraderisticas. Por gemplo, s= jw corresponce a z=€“T |, donce T representa d periodo de
muestreo y estareladonado con la pulsaddn ce muestreo wr através de:

21T
= 2_
W, T (2-10)

Esto significaque la porcion el ge jw entre -jwr/2 y jowrl2, se @rresponce en €
plano z con ura drcunferenciade radio uritario con centro en € origen de wordenadas.

Lasemibandaizquierda mrrespondente ao negativo y limitada por * jcr/2, resulta en
purtos del plano z definidos por M=e” '< 1 y de agumento ¢ variandoentre -1 y 7z Esto
significaque toda la semibandaizquierda se transforma en €l interior del circulo de radio unta
rio. En forma andloga, toda la semibanda derecha limitada por * jwr /2 tiene como superficie
transformadatodoel exterior del circulo de radio uritario. (Ver figura2.1).
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Plano s. jw Planoz

Figura2.1. Correspondencia de puntos entre los planos sy z

Puede verificarse, también, que todas las bandas que estan comprendidas en los interva
los j(2n+D)wr/2 y j(2n+3)wr/2, conn entero y distinto de -1, es dedr, todas |as bandas de an-
plitud wr apartir delaorigina (z jwr/2), sontransformadas sgin ura superficie que mincide
contodoel plano z. Cuando se transforma una sefial analégica e ura sefial muestreaday se ca-
culalatransformada de Laplacede la seauencia, se ohtiene unafuncion periddica, de periodo wy
en e plano s (eauadén 2-2). Esto significaque, por ejemplo, una sefia cuya transformada tiene
un pdo, a ser muestreada, presenta infinitos polos (ya que @ polo origina aparece @ su pasi-
cioninicia y repetido en multiplosde wr). En latransformadon a dominio z, debido a que to-
das las bandas estan superpuestas, esa cantidad infinita de polos £ mnvierte en ura cantidad
finita, lo cual haceque esta transformadon seamas conveniente para analizar una seauencia.

En la ewadon (2-2) puede observarse que F (S) repite en forma periddicalos polos de
F(s) pero nosus ceos, ya que los ceros de F'(s) son € resultado e la sumatoria de infinitos
términaos. Por lo tanto, el proceso de muestreo, cambia la posicién ck los ceros existentes e in-
clusive puede generar nuevos.

Ejemplo.

Considere que la sefia continua

ft)=ut)e” (2-11)
F(s)= ! i (2-12)
S+=
T
es muestreada resultanda
t(t)= ie"m 5l -nT). (2-13)

La transformada de Laplacede la seauencia de impulses que definen a la sefial mues-
treada es:
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o

F* (S) - z e—nT/r [E‘_nST ’ (2_14)

n=0
* 1 7y +
F (s):W valdapara ‘eT(]/T ) |>1, (2-15)
Hadendoahora a=€""" y z= € ; setiene latransformada z, que paralaforma cerada
€s:
z
F(z)= . (2-16)
zZ-a

Por otra parte, apartir dela ewadon (2-2), se obtiene:

R 1
F (s)_;SﬁL(]/T_jan). (2-17)

Fadorizandola ewaddn (2-17) se observa que paoseeinfinitos polos separados en jcwr.
La epresion (2-16) de latransformada z, en cambio, tiene un sdlo pdo en z=a.

jw jw

X | JOOF

S I T
L

Figura2.2. Correspondencia entrelos plancs sy z paraun pdo red.

Lafigura 2.2 representala correladén entre los planos sy z El poo en z=a, correspon-
de alosinfinitos poos en s= -1/(1-jnwy) debido a hecho que @ plano z puede verse mwmo la
superpaosicion ke las bandas del plano s plegadas una encima de la otra. De modoque los infini-
tos polos s superporen dando un dico pdo en z

I1.4. PROPIEDADESDE LA TRANSFORMADA Z.

A continuaddn se enurcian las principales propiedades en la glicadén ck la transfor-
mada zy se analizan las més importantes.

Linedidad:

Z{a b, +b0k2, }=az{xi, }+bz{x2, } (2-18)
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Desplazaniento aladerecha:

Z{x: w}=2%(z) ; d>0 (2-19)

Desplazanmiento alaizquierda

d-1
Z{xrear } = 21X (2) - > XgZ°] ;i d>0 (2-20)
q:
Amortiguamiento:
2{x e }= X(z&7) (2-21)

Teoremadel valor inicia:

Da d vaor inicia de una sefial causal muestreada apartir de la transformada de esa se-
cuencia.

f(0)= lim F(2). (2-22)

La ewadon (2-22) se ohtiene en forma inmediata glicando € limite ala ewadon
(2-6).

Teoremadel vaor final:

Da d valor a cual tiende la sefiadl muestreada apartir de su transformada z.

lim f - = Iim -zY)F(2). (2-23)

n- oo

Para su demostradén, se define latransformada z de la seauencia truncada en n= N como:
N
F@=5 fz". (2-24)
n=0
Retardandolafuncion ura muestray manteniendoel truncamiento en N resulta:
O N-1
Fu(z)= 27 Z frz" (2-25)

Como se sigue truncando la seauencia en N muestras, |la Ulti ma funcién tiene una mues-
tramenos quela (2-24).

Hadendo la diferencia entre las dos y tomando el limite de esta diferencia para z ten-
diendoa 1, se obtiene la muestra n-ésima:

lim =, (2)- EN(z)E= fr - (2-26)

z-1
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Nétese que cala una de las simatorias anteriores, en las eauadones (2-24) y (2-25), pa
raN tendiendoainfinito, convergen aF(z). De modo qL&:

lim % (2)-F (z)§= - 27)F(2). (2-27)

Teniendoen cuentalas eauadones (2-26) y (2-27) seohtienela ewadén (2-23).

I1.5.ANTITRANSFORMADA Z.

Hasta ajui se ha visto como se transforma una seauencia de muestras en ura funcion de
variable ommplgja z. El problema inverso es la antitransformadoén. Es dedr, dada una funciéon
transformada en z, poder extrae laseauenciaquele dio arigen.

La ewadodn (2-6) esladefinicion ce latransformada z unilateral y tiene laformade una
serie de Laurent, cuyos coeficientes n las muestras f,;. Es asi, que f,r puede ser definida atra-
vés de unaintegral de Cauchy:

1

f .- =—
217

nT

f.F (z) 2 dz. (2-29)

Laintegral delinea se extiende auna aurva carada C que debe envaver atodcs |os po-
los del integrandoy debe estar incluida en laregion ce wnwvergenciade F(2). Laresolucion cela
integral puede deduarse por el teoremade los residucs:

fr = RedF(z)2™] enlospolosde F(2). (2-29)
Para una funcion con un pdo simple en z= z, el residuoresulta

Res= (z - zp) F(z) 2™

— (2-30)
De modo qte, conacida F(2), se cdculan los residucs del integrandoy luego aplicandola eaia-
cion (2-29) se puede hallar f1, que esla seauencia temporal resultante del muestreo gue dio ori-
gen aF(2).

Ejemplo.
A
Sea F(z2) = ———-5 donden <1. (2-31)
l-alx
Si se glica(2-29) para obtener la atitransformada de F(2) resulta

Res=F(z) 2", = Al&". (2-32)

Esdedr
fo.=All". (2-33

Aplicando el teorema del valor inicial se obtiene f(0) = Ay aplicando el teorema del va
lor final f(eo) = 0.

Del mismo modo que para la transformada de Laplace existen tablas para la transfor-
mada z. Asi es posible antitransformar una funcién expresandda @mo ura suma de funciones
mas el emental es cuyas antitransformadas & encuentran en las tablas.
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Ejemplo.
Considere latransformada:

3 z
F(z)= (2-1) (z-6)° (2-34)

F(2) puede expresarse de lasiguiente forma:

_ e—aT [
1-e° Z*F

1 01
F(2)= 1o H-71 (2-35)

Si se consulta una tabla se ve que d primer término dentro del corchete wrresponce a
unaseauenciaur (esca6n), y e segundq ae ™, (serie exporencial deaedente). De modo qe:
1

. - e_aT [1 _ e—a(n+1)T ] (2-36)

INVERSION NUMERICA.

Este método resulta Util cuando la transformada z es relativamente wmpleja, no siendo
fadl mente distingubles aus polos. La funcion F(2) puede ser expresada ammo cociente de pali-
Nomios.

m .
i

a; z

F(z)= = . (2-37)

20

Para d caso en donct los coeficientes vengan dados en forma numérica puede hacese
diredamente la division ce los polinomios tal como lo indicala expresion. De estaforma surgira
un nwevo pdinomio:;

S

F(2)=C,+C, 21 +C, 2%+ +C, 2"+ (2-39)
Por comparadon con la definicion de transformada z, (eauadén (2-6)), se obtienen los
valoresdefr.

Luego, efeduandola divisién ce los paolinomios comporentes de F(2) puede obtenerse,
en conseauencia, lasealenciaoriginaria de esatransformadon.

Ejemplo.
Sea

— Z _
F(2)= 72 -1414% +1 (239

Redizandoel cociente de los palinomios numerador y denominador se obtiene:
F(2)=z'+1414%2 + 23 +2°-14142° - .. (2-40)

De modo qL&:
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f(O)=f(4)=f(@®=-=0
fQ=f@=f(@9=-=1
f(2)=f@ao=-- =1414
f5=f(7=f13=-=-1

f(6)=f(@1d)=--- =-1414

Si se representan gréficamente los valores anteriores puede intuirse que
unafuncién seno muestreada (figura 2.3).
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Figura2.3. Muestras de lafuncién seno cada T segundc.
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