NOTASBREVES (SUJETASA REVS ON) SOBRE:

VARIABLES DE ESTADO EN SISTEMAS LINEALES DE
TIEMPO DISCRETO.

1. INTRODUCAQON.

Los métodas de variables de estado para @ andlisis y disefio ce sistemas de tiempo con-
tinuo puweden extenderse d andlisisy disefio ck sistemas de tiempo dscreto.

En los capitulos previos, discutimos € andlisis y disefio ce sistemas de tiempo dscreto
usando la funcién e transferencia en z. Observamos, que mientras tratamos con sistemas de
tiempo dscreto, a menudoencontramos dos stuadones diferentes:

1) sistemas que son completamente discretos con respedo a tiempo en e sentido
de que redben y entregan sblo sefides discretas (por gemplos sstemas basados
en computadoras digitales)

2) sistemas con componrentes de tiempo continuo dscretizados como conseauen-
cia de operadones de muestreo.

Ambos casos ran estudiados en estas notas en € contexto de las variables de estado.

Laformageneral del modelo de estado para un sistemade tiempo dscreto es
x((k+1)T)=f (x(kT),u(KkT)) 61)

y(kT)=g(x(kT),u(kT)) (6-2)
doncke x(KT), u(kT) e y(kT) sonlos vedores de estado, de entraday de sali da respedivamente.

A partir de estas ecuadones vemos que, dado el estado inicia x(0) y los valores de las
entradas u(0), u(T), u(2T), ..., u(kT), se puede deducir univocamente la evolucién cel estado
X(T), x(2T), ..., x((k+1)T) y la evolucion celasdiday(0), y(T), ..., y(KT).

Para un sistema lined e invariante en el tiempo, de n-ésimo orden, las eauadones (6-1)
y (6-2) sereducen alaformasiguiente *:

x(k+1)=A x(k)+B u(k) 6.3

y(k)=C x(k)+D u(k) (6-4)

senda
x(K) el vedor de estado, de dimensién nx1

! De ayui en adelante, por claridad, omitiremos el periodo de muestreo en el argumento de la sefial x, es
dedrx(kT)i x(k)-



u(k) € vedor de entrada, de dimension mx1

y(k) el vedor de entrada, de dimensidn px1

A lamatriz de dinamicadel sistema, de dimensién nxn
B lamatriz de entrada del sistema, de dimensién nxm
C lamatriz de salida dél sistema, de dimension pxn

D lamatriz de salida del sistema, de dimension pxm

Se observa que la emiadén (6-3) es un conjunto de ealadones en dferencias de primer
orden gue representan la dindmica del proceso de tiempo dscreto y que la exiadon ce salida
(6-4) es smplemente una ewiad6n algebraica

2. MODELOS DE ESTADO A PARTIR DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS Y
DE FUNCIONESDE TRANSFERENCIA.

Laforma general de una eaiaddn lined en dferencias, que reladona la salida y(k) con
la entrada u(k), de un sistema de tiempo dscreto es

y(k+n)+a1y(k+n—1)+---+ah_ly(k +1)+anY(k) =
=bu(k+m)+---+b_u(k+1)+bu(k) (6-5)

donde, para sistemas invariantes en el tiempo, los coeficientes g y by son constantes (k, m, n son
enteros). Las condciones iniciales on expresadas en términos de y(0), y(1), ..., y(n-1). Lafun-
cion ce transferencia obtenida apartir de esta eaxiaddon, bajo la supcsicion de wndciones ini-
cidesnulas, es

Y(z) . byz"+--+b_,z+hb
T = = m m -
) U(z) z"+a z"*+--+a _ z+a, (6-6)

En unsistema caisal, m puede ser, alo sumo, igual an, resultando:

_Y(z) _b, +bz'+--+bZ" )
T(Z)_U(z)_1+a1 z‘1+...+anz‘n (6-7)

Si m<n, la(6-7) contendra weficientes by nulos.

Existen dversas formas de obtener un modelo en variables de estado a partir de una
funcién en transferencias. A continuadén seilustran dos métodas distintos.

Método 1

Si adoptamos lasiguiente asignadén ke estados:



% (k+2) =, (k)
ACHEA0

(6-8)
X, (k+1) = -a,% (k)= a,,% (k)= —ax, (k) +u(k)
la ewaddn en dferencias (6.5) puede escribirse en funcion de estos estados como
Y (k) =B (k) + b, (k) +---+bix, (k) + by (-ax (k) = —ax, (k) +u(k)) - o

= (b, —a) % (K) + (Byy — 2,4 ) % (K) +---+ (B — &by ) x, (k) + by (k)

Comparando estas easadones con la forma general de un modelo de estados presentada
anteriormente, vemos que las eauadones (6.8) corresponcen ala (6-3) y la (6-9) ala ewiadon
desdida Esdedr

x(k+1)=A x(k)+B u(k)

(6-10)
y(k)=C x(k)+D u(k)
con:

0o 1 0 00 [0C
tl tl L
e B
=0: : : : 4 =rC

0 i C (6-11)
00 0 0 -o1g
Ha, -a., -a., - -af H-

C= ﬂbn - anbo) (bn—l - an—lbO) (bl - a1bo)E (6-12)

Estaforma se denomina“ forma canoérica controlable” .

Método 2 Otra representaddn en €l espado de estado plede obtenerse mediante la téc-
nica de descompasicidon en fracdones parciales. Primero asumamos que la transferencia T(z) de
(6-5) tiene n pdos distintos ubicadas en Ay, A, ..., An. Entonces T(z) puede expresarse ammo

L C :
=b. + r - )
T(2)=h, Z — dondec, esel residuadel poloen 613

Es dedr que lasadiday(k) se ammpore apartir de las slidas de n sistemas de primer or-
den. Un diagrama en bloques representativo de esta descompaosicidn se muestra en lafigura 6.1.
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Figura6.1. Diagrama en bloques del modelo de estado canorico.

Tomando las slidas de los elementos de retardo como variables de estado, obtenemos € si-
guiente modelo de estado:

x(k+D)O @, 0 0O - om (k)0 [0

Eif(pl)m Bo )\.2 0 ... Elﬁ@%*%% © 614
%n<k+1)E Ho 00 - nD %, (0 35
D<1(k)D
yk)=[c, ¢, - ¢ E‘z( )D+b u(k), (6-15)

&, (05

gue se denomina “ modelo dagond” .

Cuando alguncs de los polos de T(z) son multiples, no plede obtenerse un modelo d-
agoral puro, pero si uno dagoral en blogues (forma cand6ricade Jordan).



3. DEDUCCION DE LA FUNCION DE TRANSFERENCIA A PARTIR DEL
MODELO DE ESTADO.

Aplicandolatransformadon z en ambos miembros de la ewiad6n (6-3), se obtiene

2X (z) - zx(0) = AX (z) + BU (z)

(6-16)
luego,
X (z)=(2 - A) " x(0) + (2 - A)"BU (2). (6-17)
A su vez tomandolatransformada z de la ewiad6n (6-4)
Y (z)=CX(z)+ DU (z2), (6-18)

y resolviendo para Y(2), se obtiene:

Y(2)=C(z I -A) ' 2(0)+[£(z | -A) 'B+DHU (2)

Asi, asumiendocondcionesiniciales nulas, se obtiene la matriz de transferencia del sistema:

T(z)=C(z I -A)"'B+D. (6-19)

4. TRANSFORMACION LINEAL DEL VECTOR DE ESTADO.

Dado unmodelo de estado
x(k+1) = Ax(k)+Bu(k)

y(k)=Cx(k)+D,u(k) (6-20)
esposible llevarlo aun ntevo modelo mediante una transformadon lined del tipo:
Xx=P[z (6-21)

Siendo particularmente (til es aguell as transformad ones que wndwcen aformas candnices.
Reemplazando(6-21) en (6-20) resulta:
z(k+1)=P*AP z(k) + P'Bu(k)
y(k)=C.Pz(k)+Du(k) 1 (6-22)
esdedr un nwevo modelo de estados:
z(k+1)= Az(k)+B,u(k)
y(k) =C,z(k)+ D,u(k)
donde A =P*AP; B,=P'B,; C,=C,P; D,=D,.

(6-23)



5. SOLUCION DE LAS ECUACIONESDE ESTADO.

A partir del modelo (6-3), (6-4), podemos escribir
x(1) = Ax(0) + Bu(0)
x(2) = Ax(1) + Bu(1)

= A’x(0) + ABu(0) + Bu(1) (6.2
x(K) = Ax(0)+ A'Bu(0) + A“*Bu(1) +---+ Bu(k 1)
Si, parak>0, se define
P (k)=A" (6-25)
y
®(0)=1 (matrizidentidad), (6-26)
entonces
x(k)=¢(k)x(0)+§¢(k—i—l)Bu(i) 627

Se hacereferencia ala matriz ®(k) como la matriz de transicion ce estado para d siste-
ma de tiempo dscreto (6-3),(6-4). Comparando las eauadones (6-17) y (6-27), obtenemos una
expresion dternativa parala matriz ®(k):

o (k)= Z‘l{ (2 -A)'z } 628
Algures de |as propiedades de la matriz de transicidn son:
®(0)=I (6-29)
oK) = B(-K) 6-30(
Dk, ko) = D(k-ko) = AN k> (6-30)

6. MODELO DE UN SISTEMAS DE TIEMPO CONTINUO CONINCLUSION DEL
RECONSTRUCTOR DE SENALES.

Segun se sefial 6, los dstemas de tiempo dscreto pueden surgir de varias formas. Unade
ellas es como conseauencia de operadones de muestreo y retencién sobre un sistema ntinuo.
Veanos, como oltener el modelo de tiempo dscreto de un sistema de tiempo continuo;

Considere la emladon ck estado detiempo corntinuo
X=AXx+B.u
y=C_x (6-31)

Impondemos las sguientes restriccones obre d sistema



0 El vedor de entrada u puede cambiar solo en los instantes de muestreo. (Recnstructor
de orden cero)

(i) El periodo de muestreo T es constante.

El sistema de tiempo continuo con estas consideradones € muestra en lafigura 6.2.

t ya(t)
) ZOH s
-
______ e X=AX+BU [———>
Un(t) [ Zon Yo(t) S
T

Figura6.2. Sistema alazo abierto con datos muestrealos.

A causa de las operadones de muestreo y retencion, la entrada d sistema es constante entre ins-
tantes de muestreo y de valor

u(kt); kTst<(k+1)T

k=01;2; --- (6-32)

i=12;---,m

Lasolucion de (6-31), conty como tiempoinicial, es
x(t) =, (t-t) x(to)+ [ ®.(t-7) B, u(r) dr (6-33)

Si consideramos to=KT y durante d intervalo kT<t<(k+1)T, la evolucion ce los estados intervalo
resulta:

x(t)=®, (t-KT) x(kT)+IktT<Dc(t—T) B, u(kT) dr; kT<t<(k+1) T (6-34

y en particular s t=(k+1)T puede escribirse

x(k+1)=A x(k)+B u(k) (6-35)

donce

A=0 (T)=eM (6-36)

B= J’k Vo ((k+1)T-1) B, dr (6-37)
Hadendo o=1-KT, tenemos

B=[ ®(T-0) B do (6-39)
Con A=T-0, obtenemos

B= _[OT @ (A) B, dA (6-39)



Si estamos interesados en € valor de x(t) entre instantes de muestreo, primero resolve-
mos para x(kT) paratodo k wsando (6-25), (6-26),(6-27) y luego wsamos la (6-34) para determi-
nar X(t) para kT <t < (k+1)T.

Ejemplo.
Considere d sistemade ontrol muestreado ce lafigura

)+ ~el) - 1mes Juo[ 1 |
. T=1seg. s s(s+1)
ZOH

Modelo dscreto delazo aberto

Por el elemento de muestreo y retencién,
ut)=ult =kT); kT<t<(k+]T
Un modelo de estado para la plantade tiempo continuoes
1 DDqD @D

0
o AxeBus L0 ()

y=Cx=[L o]ﬁ(‘i 2
Lasolucion cela ewiadon (6-21) esta dada por
x(t) = et x(t0)+J‘t: B ufr) dr
S se wnsidera t=KT y t=(k+1)T, se ohtiene
x((k +DT)= T x(kT)+ Ik T eadter B_gr y(kT)
=0 (T ) x(kT)+6(T Ju(kT)

La ewadodn (e-3) representa un modelo discreto del sistema continuo mas € remnstructor de
sefial (sistemade lazo abierto).

(e-3)

1
Para A, = % 1% , €™ puede cdcularse apartir de antitransformar (sl — A)™:

A 1-e'C

e =0,(t)= B

—t

L
e L
Luego, las matrices Ay B del modelo discreto resultan:
0.095

A= _H) 0.905



Hl(l )d/\g [0.0048"

A
B= J'e B, dA = J‘e‘}‘d}\ EHOOQSE

Por lo tanto, a partir de la ewiadon (6-23) tenemos

1 0.0957 k O [0.0048]
k)= 9 o. 9055@? k)D+ Ho.005 ™) 4
Modelo discreto delazo cerrado
Para obtener el modelo de lazo cerado, sereamplaza

u(k) =r(k) = x(k)

en la expresion (e-4)
OO95]D<1 k D [0.00487]
0.9055, ()H" Ho.095 H(r(k) (k)
0.090x, (k) [@004&%()
0.819H, (H" Ho.o9sF

x(k +1) 0

x(k +1) 0

1 I

Otro enfogue para la obtencion de un modelo de estado dscreto, es a través de obtener previa
mente la transferencia muestreada

M1-e " [
=7
6@)=2 ©9)

7.CONTROLABILIDAD Y OBSERVABILIDAD.

Los conceptos de antrolabili dad y la observabili dad, ya presentados, se aplican direc-
tamente asistemas linedes de tiempo dscreto. Los tests de Kalman y Gilbert también pueden
usarse para sistemas de tiempo dscreto.

8. ASIGNACION DE POLOS POR REALIMENTACION DEL ESTADO.

La nocion e redimentaddn ce las variables de estado es tan pdente en sistemas de
tiempo muestreado como en sistemas de tiempo continuo.

Consideramos € sistema conredimentadon e estados mostrado en lafigura 6.3.
X=AXx+B.u

(6-40)
u=r-K_,x (6-41)
y=Cex (6-42)



——> ZOH

Figura 6.3. Sistema muestreado con redimentadon ce estado.

Laformadiscretade la ewiadon (6-31) conforme a(6-40), (6-41) y (6-42) es
x(k+1)=A x(k)+B u(k)

(6-43)
Cerrando€l lazo através de unaredimentadon e estados
u(k)=r (k) Kx (k) (644
resulta
x(k+1)=(A-BK)x(k)+Br(k) (645

Luego, asumiendo gle d sistema e completamente wntrolable, pueden selecdonarse las ga
nancias de redimentadén para que los autovalores de la matriz (A-BK) se rrespondan con los
poosdelaz carado desealos.

Nota: Detall es del método e asignaddn ce poosy g emplos pueden encontrarse en muchaos textos de sis-
temas de mntrol discreto, por gjemplo: Digital Control System Analysis and Design, Philli ps & Troy
Nagle (cap. 9).

1C



Problemas.

Problema 1. Encuentre los modelos de estado en la formas candrica @ntrolable y diagoral de
los gstemas discretos:

a) y(k)-14 y(k-1) + 45y(k -2) = u(k) - u(k -1) - u(k - 2)

A7 -12[F° +13[2-7

D T == -2z 5

Problema 2. A partir de los modelos de estado caculados en e problema 1a) obtenga las co-
rrespondentes funciones de transferencia

Problema 3. Para d sistema muestreado delafigura, obtengaun modelo de estados discreto.

G(s) J

/‘ y(®

T=0,1s

- /N
H

u(t) ] s+1 s+.1

Problema 4. Considere @ sistemadel eemplo delasecddn 6

a) Analicela antrolabili dad y observabili dad del sistemaoriginal y del muestreado.

b) Calcule la matriz de transicién ce estados y la respuesta del sistema discreto a wndciones
iniciales x(0)" = [1 O] y excitadén u(k)=1 para k=0.

c) Disefie un control por redimentadén ce estados, de manera que los polos de lazo cerrado es-
tén ubcados en z=0.95y z=0.9.
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