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1. Controlabilidad y observabilidad

Previo al disefio de un controlador, es Util verificar algunas propiedades del sistema que nos
daran idea del grado de performance al que podemos aspirar.

Entre otras propiedades, en este curso analizaremos dos: controlabilidad y observabilidad. Estas
propiedades nos indican en que grado las variables internas de nuestro sistema (las variables de
estado) se vinculan con las variables externas, es decir la excitacion y la variable controlada. Asi
el concepto de controlabilidad estd ligado a como la excitacion puede modificar el
comportamiento transitorio de las variables de estado, mientras que el concepto de
observabilidad esta ligado a como los cambios de las variables internas pueden ser detectados
desde la salida.

Definicidn. Se dice que un sistema es completamente controlable si existe una sefial u(t) que
permite transferir los estados iniciales del sistema xo=x(to) a cualquier otro estado x#=x(tr) en un
tiempo finito T=ts-to.

Definicidén. A su vez se dice que el sistema es completamente observarle si en ausencia de
excitacion es posible determinar el valor de sus estados iniciales Xxo=x(to) a partir de la
observacién de la salida y(t) durante un periodo finito de tiempo t;-to>0.

A diferencia de lo que sucede en la teoria del control clasico, la teoria del control moderno
considera la realimentacion de variables internas, es decir de sus estados. De ahi la importancia
del concepto de controlabilidad completa. Histéricamente, este concepto fue introducido por
Kalman y le permitié demostrar la imposibilidad de controlar un sistema inestable por
cancelacion de polos con ceros, mas alla de la exactitud de la cancelacién.

Como se vera en las proximas clases la teoria de control moderno plantea la realimentacion de
todos los estados, lo cual requiere de sus medidas. Obviamente esto no siempre es posible, o
bien por razones fisicas o por inviabilidad econémica. Estas limitaciones pueden sobrellevarse



con la implementacion de un observador de estados que a partir de la medida de la excitacion y
la variable controlada permite estimar el valor de los estados reales. La posibilidad de construir
un observador de estados esté sujeta a que el sistema sea observable.

Ejemplo 1.

Consideremos el circuito de la figura 1, donde pueden tomarse las tensiones de los capacitores
para plantear un modelo de estados, e.d. [xa(t), x2(t)]" =[ veai(t), ve2 (1)]". Note que la excitacion
es un generador de corriente y que la salida, la tension y(t), es a circuito abierto.
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Figura 1

Como los terminales de salida estan a circuito abierto toda la corriente de excitacion circula por
R3, luego el estado xo(t)=vc2(t) no es influenciado por la entrada i(t). Efectivamente, si el
capacitor C; tuviera un estado de carga inicial, el mismo se descargaria con constante de tiempo
R2C., mas alla de los valores de i(t). Puede decirse, entonces que el circuito no es completamente
controlable, ya que no lo es el estado xo(t).

Por otra parte, como el generador es de corriente, sobre la resistencia Rs cae la tension Ra.i(t) que
es independiente de la tension sobre el capacitor Ci:. Luego, la salida y(t) queda aislada del
estado x1(t) (y(t) es independiente de x1(t)) y por consiguiente el estado x1(t) no podra observarse
desde la salida elegida.

Obsérvele gue si se cambia el lugar en que se conecta la excitacion o se incorpora una segunda
excitacion (e.d. se modifica la matriz B del modelo de estado) la propiedad de controlabilidad
del circuito podria cambiar. De igual manera, si se incorpora la medida de otra variable (lo cual
modifica la matriz C del modelo), el circuito podria pasar a ser completamente observable. Las
propiedades de controlabilidad y observabilidad no sélo dependen de la arquitectura interna y de
los valores de sus componentes sino que estan fuertemente vinculadas a las variables externas de
entrada y salida.

Ejemplo 2.
Consideremos el circuito de la figura 2.
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Resulta inmediato plantear un modelo de estado a partir de las ecuaciones de nodo, resultando
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Para analizar las propiedades de controlabilidad y observabilidad del circuito, resulta til
plantear la ecuacion diferencial de la tension v=v, —v, que se obtiene a partir de restar las
ecuaciones de estado (1),

d(v,—Vv,) (1(1 1} 1] [1 1[1 1D (1 1}
—— = D [ |y, + t—lgtg ||Vt 5 u, (3)
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donde, para el caso particular en que

CR =CR,, (4)

se verifica
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Luego, la expresion (3) se reduce a

d(vl—vz)__ ~
— g - a(v,—v,). (6)

La evolucion temporal de la tension v=v, —v,, resulta de resolver la ecuacion diferencial (6) y

es una exponencial de constante de tiempo 1/a, independiente de la excitacién u(t). Esto nos dice
que si bien la entrada u(t) afecta tanto la tensién del nodo 1 como la del nodo 2, no puede
hacerlo en forma independiente. En otras palabras no existird ninguna sefial u(t) que permita
transferir los estados iniciales xo a cualquier otro estado x(tr) en un tiempo finito T=t;-to. Luego,
el sistema no es completamente controlable. Sin embargo, como uno de sus estados (vi(t) ¢ va(t))
puede trasladarse en forma arbitraria, se dice que el sistema es parcialmente controlable.

También se puede concluir que el sistema no es completamente observable, ya que a partir de la
medida de la variable y(t) nunca podra determinarse el valor individual de cada estado.
Efectivamente la evolucion temporal de la salida serd4 la misma para distintos valores de los
estados siempre que la diferencia entre sus condiciones iniciales sea la misma.



Nota. Las propiedades de controlabilidad y obserbabilidad estan asociadas a las variables de
entrada y salida de nuestro sistema. Asi por ejemplo, si medimos otra variable, el sistema puede
pasar de ser no observable a ser observable. Por esto es que muchas veces se habla de que el par
AB es 0 no controlable y que el par AC es o0 no observable, siendo A, B y C son las matrices del
modelo de estados que resultan de la eleccion de las variables internas y de la entrada u(t) y
salida y(t) seleccionadas.

Profundicemos el analisis del circuito planteando un nuevo modelo de variables de estado
T
z=[v,-v, V,] (7)
_ B L1 A

a partir de una transformacion T =P~ = o 1l El nuevo modelo resulta,
dz, 1(1 1 1 1 1 1 1
L= | =—+— |+— |7, + - Z,+ - u
dt ¢\R R,) cR; c,R, CcR cR R,
dz, 1 1 1

—2= Z, - Z,+ u
dt c,R; C,R, cR,

: (8)

La figura 3 muestra un diagrama en bloques del nuevo modelo donde hemos renombrado los
coeficientes del segundo miembro de la ecuacién (8) de acuerdo a
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Nuevamente, si consideramos
GR =GR, (10)
resulta
a, =b =0, (11)

y facilmente podemos observar (figura) que el estado zi(t) no podra controlarse y que el estado
Z>(t) no podré ser detectado desde la salida, es decir es no observable.



Ejemplo 3.
Considere el sistema

2=Az+B,u (12)
y=cz
2= A Ay =1 Z+ b u
0 A b, (13)
y= [Cl Cz] z
cuyo diagrama se indica en la figura 4.
y

Figura 4

De la evaluacidn de la figura surge que si

- b2=0, la sefial de excitacion no podra afectar el estado xo(t), y por consiguiente este estado
serd no controlable

- ¢1=0, el estado x1(t) no afecta la salida y(t) y por consiguiente no serd un estado observable
- si a2 fuese nulo, la simetria de las dos ramas haria que uno de los estados fuese no
controlable

2. Tests de Controlabilidad y Observabilidad

Existen distintos test que permiten verificar la controlabilidad y observabilidad de un sistema.
Los mas conocidos son los de Gilbert y de Kalman, que pasamos a comentar ligeramente.

2.1 Test de Controlabilidad de Gilbert

Este test requiere que el sistema bajo analisis sea expresado a través de un modelo diagonal en
blogues 0 modelo de Jordan. Consideremos diferentes casos con diferentes grados de dificultad
para comprender las ideas de Gilbert.

Caso 1: Sistemas SISO (simple-input simple-output) con autovalores distintos. Bajo esta
suposicion, puede encontrarse una matriz de transformacion T que permita expresar el sistema
con un modelo de estados de la forma diagonal pura



X = Ax+Bu Ty z=Az+B,u
— , (14)
y =Cx+Du y=C,x+D,u
donde la ecuacién diferencial (matricial) del nuevo modelo es de la forma
2=Az+B,u
4 0 -0 by
0 ) b 15
z=| . /12 Lz | (15)
0 O A b,

y, como ya hemos previamente discutido, la evolucion temporal de cada variable zj(t) frente a
una excitacion u(t) sera:

z,(t) = %'z, (0) + j; 4 Ib u(z) dr.
(16)

En particular el valor del estado zi(t) en un tiempo ts sera
2(t))=e" 7,(0)+ [ " b u(z) dr. (17)

Luego y de acuerdo a la definicién de controlabilidad, el sistema sera completamente controlable
si para cada variable zij(t) (con i=1, ..., n) y cualquier valor inicial zi(0) existe una u(z) que
verifica la ecuacion

z,(t)-e"z0) o
f o =j0 e % u(r) dr (18)
para cualquier z(ts) deseado. Observando que para cada zi(0) y zi(t) el miembro de la izquierda
se reduce a una constante, no resulta dificil imaginar una sefial u(z) que verifique (16). Solo se
requiere la condicion (que puede demostrarse que es necesaria y suficiente) que los b, = 0.

Caso 2: Consideremos ahora el caso de multiples entradas y salidas (MIMO) con autovalores
reales y distintos. En este caso

2=Az+B,u
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el criterio de Gilbert dice que la condicion necesaria y suficiente para que el sistema sea
completamente controlable es que al menos un elemento de cada fila de B debe ser distinto de
cero. De ser este el caso, al menos una de las m sefiales de excitacion ui(t) tendra influencia en
cada estado.



Caso 3: Consideremos ahora el caso con autovalores multiples.
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De acuerdo al criterio de Gilbert, el sistema serd completamente controlable si al menos un
elemento b, =0, donde el indice i se refiere a la Gltima fila de cada blogue de Jordan.

Problema 1. Considere el caso general sin restricciones en la ubicacion de los polos.

2.2 Test de observabilidad de Gilbert

Al igual que en el test de controlabilidad resulta necesario, para testear la observabilidad por el
método de Gilbert, transformar el modelo a la forma diagonal en bloques

X=Ax+Bu Ty z=Az+Bu
i (21)
y =Cx+Du y=C,z+D,u
En el caso SISO con polos simples:
y=C,z+D,u
(22)
y=[c ¢ c,]z+D,u

es necesario y suficiente que todos los ci sean distintos de cero para que el sistema sea
completamente observable. Observar que, al estar el modelo en la forma diagonal, cada estado
se manifiesta solo en forma directa a traves del correspondiente coeficiente ci.

En el caso MIMO de polos simples,

y=C,z+D,u

Cp Cp - G

c, C C (23)
y=| * 7% " lz+Dyu

le CmZ e Cmn

cada estado z; se puede manifestar en méas de una salida y; a través de los coeficientes cji. Luego
para que el modelo sea completamente observable ninguna columna de C debe ser nula.



Problema 2. Considere cual es la condicion necesaria para observabilidad en el caso de polos
maltiples (la interpretacion del ejemplo 3 es una buena ayuda para resolver el problema).

Es conveniente hacer notar que las propiedades de controlabilidad y observabilidad no cambian
con una transformacion de estados P de rango completo (la demostracion es esta propiedad se
posterga a una seccion posterior). En otras palabras, distintos modelos de un mismo sistema
preservan las propiedades de controlabilidad y observabilidad si sus estados se vinculan a traves
una transformacion no singular.

2.3 Test de controlabilidad de Kalman.

La controlabilidad de un sistema puede verificarse sin necesidad de transformarlo a la forma de
Jordan, a partir de la construccion de la matriz de controlabilidad

Q. =[BiABIA’B: .- 1A™'B | (24)

donde A 'y B son las matrices del modelo a testear y n es el orden del sistema.

Segin Kalman, el sistema es completamente controlable si el rango de la matriz de
controlabilidad es n. Si su rango es de orden n-m, existirdn m estados no controlables.

Para la demostracion de este test, podemos recurrir al Teorema de Caley-Hamilton.
Efectivamente, sabemos que la solucidon de la ecuacion de estados es

x(t) = e*x(0) + j; A IB u(7) dr (25)

y que si el sistema es completamente controlable sus estados iniciales pueden transferirse al
origen en un tiempo finito T, es decir

X(T)=0=e""x(0)+e" [ e Bu(r) dr, (26)
debiendo verificarse que

T
0=x(0)+ jo e *Bu(r)dr, (27)
donde, por Caley Hamilton
e =D o A“. (28)

Luego,

x(0) :-ni AB [ ayu(r) dr (29)



donde llamando

:
o, = J.O au(r)dr (30)
resulta
a
i o n2me s oanag 1|
X(0)=-> ABay =—[BIABIA’BI - 1 A™'B || (31)
k=0 :
a,

ecuacion que debe satisfacerse para cualquier condicion inicial. Luego para que el sistema sea
completamente controlable la matriz

[BiABiA’B: -+ 1 A™'B | (32)

debe ser de rango n.

Nota. Todo modelo completamente controlable puede ser transformado a la forma canonica
controlable a partir de la transformacion

Y Y
Topio|t || A (33)
t;f t/ A”‘l
donde
t=[0 0 - 1]Q™. (34)
Ejemplo 4.

Verifiquemos la controlabilidad y observabilidad del sistema

0 1 0 0

X=Ax+Bu x={0 0 1 [x+|0]u
(35)
y=Cx+Du -6 -11 6] [1
y=[1 0 0]x

- Primero verificamos la controlabilidad con el test de Gilbert. Para ello primero trasformamos el
modelo calculando los autovectores que definen la matriz de transformacion P que permite
diagonalizar el modelo,



1 1 1 3 5/2 1/2

A =1
A1-A=0 ={3,=-2 = P=|-1 2 3| = P*'=|-3 4 -1]. (36)
A, =-3 1 4 9 1 3/2 1/2

Resultando el modelo diagonal

-1 0 O 1/2
z=10 -2 0 |z+| -1 |u, (37)
0O 0 -3 1/2

el cual nos permite afirmar que el modelo es completamente controlable ya que todos los
elementos de B son distintos de cero.

-Ahora por Kalman. Construimos la matriz de controlabilidad

0 0 1
Q=0 1 -6| = rango(Q,)=3 (38)
1 -6 25

Dado que el rango de Qc es 3, el modelo resulta completamente controlable. Es decir, se ratifica
la controlabilidad ya detectada por el test de Gilbert. En realidad el resultado era esperable ya
que el modelo estaba en la forma canonica controlable.

2.4 Test de observabilidad de Kalman

Segun fuera enunciado por Kalman, la observabilidad de un sistema puede verificarse a partir de
la matriz de observabilidad

Q,=[CTiACTIATCT AT | (39)
donde A 'y C son las matrices del modelo a testear y n es el orden del sistema.

El sistema es completamente observable si el rango de la matriz de observabilidad es n.

Demostracion. Sabemos que la solucién de la ecuacion

X = AX+ Bu
: (40)
y=Cx+Du
es
X(t) =e"x(0)+ [ e** "B u(r) dr, (41)

y por consiguiente, la salida viene expresada por

y(t) =Ce*x(0)+C| e* B u(z) dr+Du. (42)



A los efectos de evaluar observabilidad podemos considerar que la entrada es nula, pudiendo
expresar la salida con la ayuda de Caley-Hamilton

y(t) =Ce*x(0)=C nf:ak A* x(0) = nf:ak(:Ak x(0), (43)
y(t) = (O(OCAO +a,CA' +---+a, ,CA") x(0), (44)

y en forma matricial por

CA°
O =la, @ -~ anl| O [x0. (45)

CAn—l

Luego, para que la informacion de todos los estados este presente y(t), la matriz

[(CAO ) (cA) - (cam) } - [CT ACT ... ATCT } =Q, (46)
debe ser de rango completo.
Ejemplo 5. Verifiqguemos la observabilidad del sistema
0 1 O 0
X=Ax+Bu [X=|/0 0 1 |[x+|0ju
= (47)
y=Cx+Du 0 -2 -3 1

y=[3 4 1]x

-Primero por Gilbert. Para ello transformamos el modelo a la forma diagonal con la ayuda de la
matriz P calculada a partir de los autoventores

2 =0 11 1
AM-A=0 =4 =-1 =P=0 -1 -2 . (48)
Ay =—2 01 2

En particular, nos interesa la ecuacion de salida

1 1 1
y=CPz=[3 4 1]|0 -1 -2|z
o1 2| ° (49)

y=[3 0 -1z

A partir de la cual podemos afirmar que el sistema NO es completamente observable.



A esta conclusion también podemos llegar aplicando el test de Kalman, ya que la matriz de
observabilidad es de rango 2.

3 0 O
Q=|4 1 -2| = rango(Q,)=2 (50)
1 1 2

Ejemplo 6. La figura muestra un sistema hidraulico extremadamente basico donde resulta obvio
que el estado x2(t) no es controlable con el caudal de entrada u(t) y tampoco observable desde la
salida y(t). Verifiguemos por Kalman esta afirmacion.

1 I

A partir de las ecuaciones de estado

Lo oo
X = X+| _|u
0 o] |0 (51)

y=[1 0]x

planteamos las matrices de controlabilidad y observabilidad

QC:[BEAB]:Ll) _o} (52)

Q,=[CTiACT ]:B _01] (53)

Dado que el rango de ambas es 1, queda de manifiesto el resultado anticipado: el sistema no es ni
completamente observable ni completamente controlable. Solo el estado xi(t) es controlable y
observable (la misma conclusion es verificable en forma directa por Gilbert, ya que el modelo se
encuentra en la forma diagonal).

Ejemplo 7.
Consideremos un sistema levemente mas complejo (donde aln es predecible que el sistema no
presentara ni controlabilidad completa ni observabilidad completa.



UL

V=X
-1 1 0 0
x={1 -3 1 |x+/1|u i
0 1 -1 0 (54)
y=[0 1 0]x
Las matrices
0 1 -4
Q =[BiABIA’B |=|1 -3 11|, (55)
0 1 -4
01 -4
QO:[CTEATCTEAZTCT }: 1 -3 11|, (56)
0 1 -4

son de rango 2, corroborando el resultado esperado: el sistema no es ni completamente
controlable ni observable.

Consideremos ahora que el caudal de entrada es aplicado al primer tanque,

tanto las matrices A como la C del modelo se preservan, pero la matriz B cambia
B'=[1 0 0] (57)

Como la matriz de Observabilidad sigue siendo la misma, el sistema preserva su falta de
observabilidad completa. Sin embargo, la nueva matriz de controlabilidad



11 0
Q =[BiAB:A’B |=[0 -1 4 (58)
0 0 -1

es de rango 3, e.d. el sistema ha pasado a ser completamente controlable.

Ejemplo 8.
A partir de la ecuacion diferencial entrada salida del sistema:

—+2—+y:—t+u, (59)

planteamos dos modelos de estado.

Modelo 1:
u _) Xy j Xy l\*l f X y
5 Sl =
X = X+ ]
-1 -2 -1
y=[1 0]x
Modelo 2:

7
=

X2 X

A <

Facilmente es verificable que la funcion de transferencia calculada a partir de ambos modelos

T(s)=C(sl -A)"'B (60)

es la misma.



Verificamos controlabilidad por Kalman del modelo 1

chz[BlEAlBl]{_i _ﬂ = rango(Q,)=1. (61)

Verificamos controlabilidad por Kalman del modelo 2

0 1

. _2} = rango(Q,)=2. ??? (62)

au-lainal|

Tanto Qc1 como Qc2 son matrices de controlabilidad de dos modelos de un mismo sistema. Dado
que Qc1 es de distinto rango que Qc2, nos encontramos en una aparente (solo aparente)
contradiccion.

Algo similar sucede con las matrices de observabilidad, ya que presentan distinto rango

Observabilidad del modelo 1

QeleAe]-y 3| = rme(@)-2 )

Observabilidad del modelo 2

Q, = [CZT :AIC) ] = E :ﬂ = rango(Q,,)=1. ??? (64)

Problema 3. Analizar los resultados previos y justificar por qué no hay ninguna contradiccién en
ellos.

Respuesta. El problema surge debido a que los modelos han sido obtenidos a partir de un
modelo entrada salida (no a partir de una transformacion P). Si bien los dos modelos tienen la
misma funcion de transferencia su estructura interna es distinta, en el primero un polo cancela un
cero y en el segundo un cero cancela un polo. Si se trabaja con un modelo de estados que ha sido
obtenido a partir de otro entrada salida, los tests s6lo podran detectar la presencia de un
problema, pero sera imposible discriminar si este se trata de un problema de controlabilidad o de
observabilidad.



