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Capitulo 1

Errores de medicion

1.1. El concepto de medicion

Las mediciones de la més diversa indole ocupan un lugar importante en todas las situaciones de
la vida cotidiana, aunque uno no se percate de que estd midiendo. El simple hecho de pedir una
cantidad determinada de un dado producto involucra en si todas las etapas que aparecen en cual-
quier proceso de medicion. En un curso de Medidas en general se dan las herramientas necesa-
rias para lograr mediciones de calidad. En uno de Medidas Eléctricas en particular, esos conoci-
mientos se enfocan al campo en el que las magnitudes a medir son eléctricas o admiten una re-
presentacion eléctrica. Para poder efectuar un analisis profundo de las mediciones, lo primero
que deberemos hacer es definir qué se entiende por “medir”. El diccionario de la Real Academia
define el significado del vocablo medir en estos términos: “comparar una cantidad con su respec-
tiva unidad, con el fin de averiguar cuantas veces la primera contiene la segunda”, en su primera
acepcion, en tanto que en la tercera establece “igualar y comparar una cosa no material con otra”.
En estas definiciones, aplicables a situaciones comunes, esta el germen de la definicion que no-
sotros aplicaremos al campo especifico de las Medidas Eléctricas:

"Medir una cantidad de una magnitud es compararla con otra de la misma magnitud que se adop-
ta como unidad"

En la anterior dos vocablos requieren de una definicion univoca, magnitud y cantidad:

Magnitud: fisicamente la definiremos como toda propiedad (de un cuerpo) que pueda ser medi-
da. Asi, son magnitudes la longitud, el peso, la intensidad de una corriente eléctrica, etc.

Surge inmediatamente que no todas las magnitudes que hemos mencionado mas arriba participan
de una misma categoria: mientras que la longitud es una magnitud escalar, el peso lo es vectorial,
y si consideraramos por ejemplo el esfuerzo en un punto de un sélido nos encontrariamos con
que es de caracter tensorial.

El segundo término por aclarar es:

Cantidad: es el numero, o la n-upla o la matriz que nos permite hacer la comparacion cuantitati-
va respecto de la que se tom6 como unidad de la magnitud.

Asi, por ejemplo, diremos que la intensidad de una corriente continua es de 3 A, donde 3 es la
cantidad que nos dice la relacion que existe entre la cantidad que se tom6 como unidad y la me-
dida; o estableceremos que la resistencia de un dado conductor es de 45 m€2, etc. En muchos ca-
sos, para simplificar el andlisis de los circuitos eléctricos se recurre a representaciones conven-
cionales que tienen la ventaja de facilitar los calculos o permitir poner de manifiesto caracteristi-
cas especiales de funcionamiento que de otra manera no resultarian tan patentes. El uso de faso-
res o componentes simétricas son dos casos tipicos de un grupo que sin duda es mucho mas ex-
tenso. En estos casos también son aplicables las definiciones de mas arriba. Si queremos caracte-
rizar a una impedancia en condiciones de régimen permanente de alterna, diremos que a la fre-
cuencia f su valor es, por ejemplo, (3,4) Q o (3 +j4) Q o 5 Q con angulo 53°. Este ultimo es un
caso en que tomamos un par como representacion convencional de una impedancia.
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Hecha esta pequefia introduccioén nos abocaremos al problema de medir, que para ser resuelto re-
quiere la correcta definicion y ejecucion de los siguientes pasos:

1) {Qué es lo que vamos a medir?
2) (Coémo vamos a hacerlo?
3) (Con qué elementos?

Aunque parezca evidente, el recorrer los tres puntos anteriores no necesariamente es una tarea
sencilla, y mucho menos trivial. No siempre la incdgnita estd bien definida, mas atn, su caracte-
rizacion suele plantear, muchas veces, la mayor dificultad en la resolucidon de un problema técni-
co.

Pensemos en un caso concreto: un cierto dispositivo que ha dejado de funcionar. Para ser mas
claros, y sin quitar generalidad, consideremos que ese elemento es algo tan simple como una ba-
teria de acumuladores, de plomo 4cido, y que al lector, experto en el tema, le plantean el proble-
ma en la forma usual: “la bateria no funciona”. Puesto a la tarea de volverla a las condiciones de
uso (algo no siempre posible), existen muchas situaciones distintas que ¢l deberd considerar:
puede suceder que el equipo encargado de cargarla no provea la suficiente cantidad de carga, o el
equipo alimentado haya aumentado su consumo, o simplemente que la bateria haya llegado al fi-
nal de su vida util, y que por lo tanto su capacidad de almacenar carga se haya visto disminuida.
Para poder determinar cudl o cudles de las situaciones anteriores son las que provocan el mal
funcionamiento, sera necesario efectuar las mediciones correspondientes, con el fin de verificar
el funcionamiento de la bateria en si y de los elementos con ella relacionados. En este simple
problema se ponen de manifiesto las condiciones que se dan en la mayoria de los problemas téc-
nicos. Antes de ponerse a medir, es necesario contar con los conocimientos minimos del proble-
ma en estudio, para saber qué¢ y como medir. Las Medidas Eléctricas asi no pueden existir solas,
sino como una herramienta de diagnostico imprescindible para solucionar los problemas que
aparecen en forma permanente en el mundo eléctrico y electronico. El encargado de efectuarlas
debera acreditar un conocimiento acabado de las técnicas de medicion y de las caracteristicas de
uso y funcionamiento de los equipos a los cuales efectuara las mediciones.

En el ejemplo anterior se pone de manifiesto, por Gltimo, otra caracteristica tipica de la mayoria
de los problemas técnicos: al encargado de resolverlo se le han planteado varias posibles solu-
ciones, y puede suceder que mas de una de ellas coexistan. Esta multiplicidad de soluciones, que
suele llamar la atencion del lector no acostumbrado, no debe extrafarle, sino que lo obligard a
optar por una determinada de ellas, y para hacerlo debera considerar otros factores, tales como el
economico, la agresion al medio ambiente, etc.

Una vez que esta definido qué es lo que se medira, aparece el problema de seleccionar como se
haré la medida, esto es, con qué aparatos y eventualmente con qué personas. Estas dos tltimas
tareas no necesariamente son independientes, ya que muchas veces la disponibilidad de personal
adecuado es la que vuelca la decision hacia uno u otro método o aparato de medida. La correcta
solucion de esta parte del problema, en muchos casos requiere la presencia de especialistas en el
tema.

1. 2. Errores de medida

Una vez que se ha logrado obtener el valor de la cantidad medida, que llamaremos Xm, puede
llegar a creerse que el problema ya esta solucionado. Muchas veces si lo estara, pero en la mayo-
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ria de los casos no sucede asi, pues se plantea en forma inmediata una duda:

(Hasta qué punto el valor que acabamos de encontrar se acerca al valor verdadero? La respuesta,
si bien no es dificil de obtener, tampoco es obvia. En primer lugar es necesario definir qué se en-
tiende por valor verdadero. En muchos casos es facil encontrarlo, por ejemplo, si nos ponemos a
contar la cantidad de espectadores presente en un determinado espectaculo, no cabe duda que si
somos suficientemente cuidadosos podremos obtener dicho valor. En otros casos, en cambio, la
definicién del valor verdadero se complica, pues éste puede directamente no existir. Supongamos
que estamos interesados en encontrar el didmetro de un eje de seccion circular de alrededor de 1
cm, y cuya longitud es de 20 cm. Si utilizamos un buen calibre podremos llegar a apreciar, di-
gamos, menos de un décimo de milimetro. Un buen micrometro, por su parte, nos permitira lle-
gar hasta la milésima de milimetro. Pero si en nuestro afan perfeccionista queremos llegar a en-
contrar un numero que podamos tomar en forma absoluta como el didmetro de la pieza nos en-
contraremos conque dicho numero directamente no existe, pues en el limite no hay un tnico va-
lor de la medida, sino muchos y variables en el orden de las imperfecciones de la misma, o si
queremos de las distancias intermoleculares.

Si ahora nos preguntamos cuan buena es nuestra medida, nuestra primera tendencia es decir que
cuanto mas proximo al valor verdadero se encuentre el resultado, tanto mejor serd. Sin embargo,
un simple caso nos mostrara que esa respuesta, que surge como natural, no siempre es valida.
Pensemos que la medicion del didmetro de la pieza que mas arriba se ha considerado se haga con
el proposito de definir las dimensiones de los embalajes individuales de carton dentro de los cua-
les se las piensa despachar al mercado. Esta claro que con sélo una aproximacion de, digamos,
0,2 cm, alcanza para definir la dimension del embalaje correspondiente al diametro, y que no tie-
ne sentido pretender medir a la milésima de milimetro para este fin. Es mas, quien pretendiera
medir dentro de esos limites, con el objetivo de establecer las dimensiones del embalaje, estaria
haciendo mala ingenieria, pues lograria un nimero que, si bien sera valido, es innecesariamente
cercano a la verdad, y su determinacion requerird esfuerzos inutiles.

Pensemos ahora que el objetivo, con el mismo eje, sea otro. Que queramos conocer el diametro
con el fin de seleccionar el cojinete que se adapte a dicho eje. Ahora si, la medicion debera efec-
tuarse dentro del centésimo de milimetro como minimo, por lo que la determinacién que servia
para el embalaje resulta inadecuada para el nuevo fin.

Estos simples casos nos ponen de manifiesto que la determinacion de cuanta es la aproximacion
que se requiere al valor verdadero depende de la naturaleza del problema, y varia de caso en ca-
s0. Mas adelante podremos formular una regla de caracter general.

Surge también en forma natural que el valor verdadero no serd unico sino que se ajustara a las
necesidades del caso. Retomando el ejemplo del espectaculo, segun cudl sea el objetivo que per-
sigue quien hace la medida sera el valor que le sirve como verdadero. Si todo lo que quiere es
comparar en forma aproximada la concurrencia con la de otro evento, le bastard por ejemplo, con
decir que ésta es del orden de 500 personas. Si en cambio el objetivo es saber si la concurrencia
supera a la de una ocasion anterior, y con una medida aproximada no le alcanza, tendrd que es-
forzarse para contar a todos y llegar a determinar que dicho nimero es, a modo siempre de ejem-
plo, de 503 personas.

Si analizamos cuidadosamente lo que mas arriba hemos expuesto llegaremos en forma natural a
obtener dos conclusiones:

1) No existe una regla unica e invariable para determinar hasta qué punto es necesario acercarse
al valor verdadero, si éste fuera conocido;

2) Como es l6gico, cuanto mas cercano a ¢l se quiera llegar, tanto mayor sera el esfuerzo, y por
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ende el costo.

Si analizamos detenidamente lo que se ha considerado en los dos casos anteriores vemos que en
ambos aparece la misma situacion, motivada por el hecho de que el valor verdadero, ora es im-
posible de determinar, ora es dificilmente lograble, por lo que deberemos conformarnos con
aproximaciones mas o menos buenas, cuya aceptabilidad depende de cada caso particular.

Hemos arribado en forma natural al concepto de error, que en la técnica de las mediciones no
tiene el sentido que le da el lenguaje corriente de falta de verdad o de equivocacion o falsedad,
sino simplemente el de determinar hasta qué punto una medida se aproxima al valor que se con-
sidera como verdadero.

Definiremos ¢l error absoluto, Ey, como la diferencia:
Ex = Xm - Xv (11)

donde Xm es el valor medido y Xy el verdadero. La (1.1) nos mueve a preguntarnos ;si conoce-
mos el valor verdadero, para qué medimos?, que como es logico, merece una respuesta adecua-
da. Nuestro objetivo, ya que casi nunca conoceremos el valor verdadero, seré llegar a encontrar
una cota del error absoluto, para a partir de ella y del valor medido estimar dentro de qué rango
se hallaré, con una cierta probabilidad, el valor verdadero. Si tenemos en cuenta que €ste a veces
no se conoce y otras no existe, adoptaremos para cada caso un valor que a todos los efectos lo
consideraremos como si fuera verdadero, y que llamaremos valor verdadero convencional, Xy..
Pasaremos a definir entonces, nuestro error absoluto como:

E'x = Xm - ch (12)

En lo que sigue se usara Ex indistintamente para ambas definiciones. Un ejemplo aclarara lo an-
tes dicho respecto de la diversidad de valores verdaderos convencionales.

Supongamos que estamos interesados en medir el valor de la tension que aparece en bornes de
una fuente de tension ideal. Si todo lo que queremos es saber su orden de magnitud puede bas-
tarnos la indicacion de un voltimetro comun, como los que forman parte de los instrumentos de
uso multiple, comiinmente llamados "testers"; supongamos que la lectura del aparato sea 1,52 V.
Si no nos merece fe dicha indicacion podemos poner en uso un aparato de mejor calidad, que se-
fialara, por ejemplo 1,518 V. Este sera el valor verdadero convencional del anterior. Si a este 1il-
timo tampoco le tenemos mucha confianza, usaremos uno mejor aun, que marcara, digamos
1,5167 V, y que se constituird en el nuevo valor verdadero convencional .

1.3. Numero de cifras significativas

En el ejemplo que consideramos al final de la seccion anterior, encontramos que cuanto mas cer-
cano a la verdad se encuentra el valor que hemos medido, tantas mas cifras significativas se le
han colocado en su expresion. Supongamos que la medicién de una corriente arroja el siguiente
resultado: Im = 2,514 A. El valor verdadero, conocido de alguna manera resulta Ivc = 2,325 A. El
calculo del error absoluto nos conduce a:

Er=1In-Lc=2,514-2325=0,189 A (1.3)

Si analizamos lo que hemos escrito comprenderemos que si nuestra duda esta en el orden de las
décimas de ampere, carece de sentido que expresemos el resultado con una coleccion de cifras
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que son todas dudosas, por un lado, y por otro que también el error absoluto esta escrito con ci-
fras que no dicen nada (;alguien pretenderia leer miligramos en una balanza cuyo error sea me-
dio decigramo?).

Adoptaremos en lo que sigue la convencion de escribir el error absoluto con una sola cifra signi-
ficativa, y el resultado de la medicion con cifras que lleguen hasta la del orden del error, redon-
deando, no truncando, los resultados. Asi, en el caso anterior el error se escribira como

Ei=02A (1.4)

y el valor medido como
In=25A (1.5)

Es asi que en la técnica de las medidas eléctricas, dos nimeros con distinta cantidad de cifras
significaran mediciones distintas, aunque sus o6rdenes de magnitud sean similares. Por ejemplo,
2,0 Ay 2,00 A indican dos medidas hechas con errores diferentes. En la primera de ellas pode-
mos pensar que las cifras dudosas comienzan a partir de los décimos de volt, en tanto que en la
segunda dicha duda arranca a partir de los centésimos de la misma unidad. Es interesante desta-
car que cuando nos referimos a las cifras dudosas, lo que da su orden es el lugar que ocupan en la
expresion numérica del resultado, y no el valor absoluto del decimal correspondiente. Por lo tan-
to, dos mediciones, una cuyo resultado sea 2,0 A, y otra cuyo valor sea 3,3 A, por ejemplo, co-
rresponden a dos casos en los cuales la incertidumbre absoluta es la misma, y se sitia en el orden
de los décimos de volt.

La antes expuesta no es la inica convencion existente para expresar el resultado de una medicion
(Ref.[1]), pero si es ampliamente aceptada. Es bastante frecuente una representacion en la cual se
escribe como si fuera un subindice el valor que arroj6 en la medida el decimal cuyo orden de
magnitud es el mismo que el del error. Si se opta por una expresion de este estilo, el resultado
adoptara la siguiente forma, que corresponde a un ejemplo en el que se da el valor de un capaci-
tor, y que es inmediatamente generalizable:

Cx = 102,62 pF (1.6)

que se debe interpretar como que el valor resultante de la determinacion de la capacidad arrojé el
resultado que se ha escrito, pero que la duda aparece en las centésimas de pF. El valor 2 es el que
se midid, pero no puede asegurarse que sea el verdadero. Como veremos cuando hagamos el tra-
tamiento estadistico de los errores, esa cifra tiene una probabilidad mayor que cualquier otra de
acercarse a la verdad.

1.4. El concepto de error relativo

Cuando se trata de comparar dos mediciones de una misma cantidad, el error absoluto puede ser
todo cuanto se necesite, pero es a todas luces insuficiente si lo que se desea es comparar la cali-
dad de dos medidas de cantidades muy diferentes. Para solucionar este problema se introduce el
concepto de error relativo definido simplemente como el cociente del error absoluto por el va-
lor verdadero (o verdadero convencional si aquél no fuese conocido):

_ XXy 17
e = Xv ()

o alternativamente, si se conoce el valor verdadero convencional, lo que es el caso mas frecuente
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e, =m Cw (1.8)

Generalmente se expresa en porciento. Si aplicamos esta definicion al ejemplo del punto 1.3.,
ecuaciones (1.4) y (1.5), encontramos que el error relativo resulta e = 8 %. Tampoco en este ca-
so haremos a partir de ahora distingos entre exy €'x.

1.5. El concepto de error limite

En lo que precede hemos insistido en las definiciones que son bésicas en todo el calculo de erro-
res. Si consideramos que casi nunca conocemos el valor verdadero, pero si el medido, y que
nuestro objetivo es determinar una cierta zona dentro de la cual, conocido el error, sabemos que
se hallara el valor verdadero, aparece claro que éste podra, en general estar un tanto por arriba o
un tanto por abajo del valor medido. Deberemos en consecuencia, encontrar cotas superior € in-
ferior del error absoluto, ds y i de modo que podamos escribir:

XelX,-6.X,+5] (1.9)

La anterior nos dice que X, desconocida para nosotros, esta en algiin punto del intervalo cerrado
de amplitud &s + i, centrado en Xm. Estas cotas, lo suficientemente amplias como para que po-
damos tener la casi certeza de que la 1.9 se cumpla, corresponden a los llamados errores absolu-
tos limites .Los errores relativos que a partir de ellos se calculen recibiran el nombre de errores
relativos limites. Muchas veces |0i | = |0s| = 8 y el resultado de la medicion se escribira, poniendo
en forma general X:

X=Xmtd (1.10)

donde, si 6 = Ex se tendra:

X = Xm* Ex (1.11)

que se interpreta, si Ex es el error absoluto limite, diciendo que valor verdadero se encuentra en
un punto del intervalo de amplitud 2Ex, centrado en Xm. Es importante recalcar que conocemos
la amplitud del intervalo donde sabemos que se halla X, pero no conocemos el punto en el que
realmente esta.

Como veremos, todo nuestro esfuerzo se dedicara a poder conocer las cotas de error absoluto de
cada medicion que efectuemos, con lo que estaremos en condiciones de escribir el equivalente de
la formula 1.11 para cada caso particular. Es evidente que conocido el error absoluto se podra
llegar al relativo y viceversa.

1.6. Exactitud y precision
En todo lo que antecede no ha sido usado jamas el término precision, pero si exactitud. Si bien

en el lenguaje corriente son casi sindbnimos, no sucede lo mismo en el campo de las medidas
eléctricas, en el que poseen significados bien diversos.
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Para nosotros exactitud sera sindonimo de cercania a la verdad, esto es, cuanto mas exacta sea
una medida, tanto menor resultard su error. Precision, en cambio, tiene en cuenta la repetibilidad
de la medida. Si un dispositivo arroja siempre el mismo resultado cuando se le aplica la misma
excitacion, independientemente de su exactitud, se dird que es preciso. Es claro que la precision
es un requisito de todo sistema de medida exacto, pero que por si sola no asegura la exactitud.

Asi, si tenemos un dado aparato, de buena calidad, uno de cuyos componentes, por ejemplo la
resistencia de un divisor de tension, se ha alterado, el instrumento indicara lo mismo toda vez
que se le aplique la misma excitacion, pero la indicacidon serd mas o menos erronea. Un tal apara-
to conserva su precision, pero ha perdido su exactitud. Analogamente, un aparato de las mismas
caracteristicas que el anterior, pero al que se le ha alterado el sistema de medicion de tal manera
que sucesivas aplicaciones de la sefial a medir ocasionan diferentes indicaciones, habra perdido
tanto su exactitud como su precision. Notese que en este ultimo caso la falta de precision conlle-
va a la de exactitud, ya que su falta de repetibilidad le impide dar una indicacion correcta.

Ejemplo 1.1

Se pretende medir el peso de un determinado objeto en una balanza de resortes. La indicacion
que se obtiene es

Pm=135,67 kg

El fabricante de la misma indica que su error maximo, que puede suponerse aproximadamente
constante en toda la escala, es de = 0,5 % de su fondo de escala, que es de 50 kg. Calcular los
errores absoluto y relativo de la medicion efectuada, y expresar correctamente el resultado de la
medicion.

Solucion

Los datos del problema nos permiten calcular en forma inmediata el error absoluto de la medida:

b

- _+05
P~7100

50 = +0,25 ~+0,3kg

en la que se puede apreciar como se ha redondeado el resultado de manera de expresarlo con una
sola cifra significativa. Estamos ya en condiciones de llevar el resultado a la forma indicada en la
ecuacion 1.11:

P=(35,7+03) kg

que nos dice que el peso verdadero estara comprendido entre 35,4 y 36,0 kg.

Ejemplo 1.2

En un programa radial se escuchd decir que el perimetro de un determinado autdédromo es de
3567,123 m (Im). A la luz de las definiciones basicas de errores que se han visto, estime con qué
error se ha medido, admitiendo que las cifras con las que se expreso el resultado respondan a las
reglas basicas mas arriba expuestas, y formule la critica de la manera de dar el resultado que se

Capitulo 1 -7-



ha utilizado.
Solucion

Admitiendo que el resultado de la medicion se ha expresado con cifras hasta la del orden del
error, cabe pensar que éste sera aproximadamente + 1 mm. Si calculamos ahora el error relativo,
resultara:

e, = £ 2001 00 +2,8¢107°%
" T 3567,123

Como veremos mas adelante, una medicion con un error relativo del orden del que ha resultado,
aproximadamente 0,2 partes por millon, es practicamente imposible de efectuar con métodos
comunes, y es patrimonio exclusivo de los métodos de muy alta exactitud, que escapan de los
objetivos del curso. Por otra parte, cabe pensar si realmente la cantidad a medir en este caso esta
definida hasta el milimetro, cosa seguramente imposible, como el lector advertira apenas piense
en detalles tales como donde se defini6 el perimetro, como se midid, etc. . El resultado correcto
de la medida, pensando en un error bajo, como puede ser el 0,5 %, seria

Im=3,57 km

Es interesante destacar el muy diferente significado técnico de las dos maneras de expresar la
longitud, sin olvidar que la primera de ellas carece de sentido. Con el fin de respetar la regla que
se refiere al nimero de cifras significativas, fue necesario cambiar las unidades en las que se mi-
dio la longitud, de metros a kilometros.

Nota: Existen aparatos en los que la lectura del valor medido puede hacerse con un ntimero de cifras superior al que
corresponderia si se tienen en cuenta sus errores de indicacion y las reglas de escritura mas arriba comentadas. En
proximos capitulos analizaremos las situaciones en las que se puede hacer uso de esas cifras excedentes. Lo que de-
be quedar claro a esta altura de nuestra discusion es que cuando se da el resultado de una tinica medida, la regla que
debe seguirse es la enunciada en el punto 1.3.

1.7. Clasificacion de los errores

Si analizamos lo discutido hasta ahora, reconoceremos que so6lo se definieron los errores, sin en-
trar en detalles respecto de sus causas y su comportamiento. Un analisis no muy profundo nos
permitird concluir que no todos los errores que estdn presentes en una dada medida reconocen
origenes ni comportamiento similares. Asi, una primera causa de error la podemos encontrar en
la falta de entrenamiento del operador, que no sabe aprovechar al maximo las caracteristicas me-
troldgicas de una dada instalacion de medida, pero aun el mas avisado de los operadores sera in-
capaz de medir sin errores, debido a que subsisten los debidos al instrumental que utiliza, y que
reconocen su causa no solo en el comportamiento propio del mismo sino eventualmente en el
efecto que produce en el circuito el hecho de conectar el aparato o sistema de medida.

Una primera gran division de los errores de medida es la que los agrupa en sistemadticos, a veces
llamados constantes, y fortuitos.

Son sistematicos aquellos errores que, en igualdad de condiciones de medida, se repiten con va-
lor y signo. Son por lo tanto desafectables del resultado, lo que no debe hacer creer que por esa
condicién no sean de importancia. Un caso tipico de error sistematico es el que se produce al co-
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nectar un instrumento a un circuito de medida: por el solo hecho de la conexion el circuito es al-
terado, y la indicacion del instrumento correspondera a un valor que no necesariamente coincidi-
ra con el que existia antes de intercalar el aparato de medida. Otro caso tipico son los desajustes
de una parte de un instrumento que afectan de modo similar a las distintas lecturas, como el que
se citd en el punto 1.6

Una vez que se han eliminado todos los errores de naturaleza sistematica, y los que puedan atri-
buirse a incorrecto manejo de los sistemas de medida, queda aun un error, cuyo comportamiento
sigue en general las leyes del azar, que llamaremos error residual o fortuito. Este tipo de erro-
res es el responsable de que aun cuando hayan sido removidas todas las otras causas de error, la
medicién de una misma cantidad hecha repetidas veces, presente diferencias mas o menos nota-
bles.

A veces suele reservarse el nombre de groseros o gruesos, para los errores resultantes del inco-
rrecto empleo de instrumentos, o provocados por distracciones o equivocaciones, cOmo por
ejemplo el mal uso de una expresion matematica o formula. En todo lo que sigue en este curso,
se supondrd que los errores gruesos no estan presentes, ya que con cuidado y conocimientos son
eliminables.

Distintos tratados sobre el tema (Ref. [1], [2]) presentan distintas clasificaciones de los errores,
pues no existe concordancia universal sobre su division salvo en los dos grandes grupos que aca-
bamos de mencionar. Lo realmente importante para el operador cuidadoso es tener presente que
en cualquier medicion, por mas que extreme los cuidados, siempre estaran presentes los errores,
y nada podra reemplazar a su experiencia para detectarlos y eliminar sus posibles causas.

1.8. Propagacion de errores

En todo lo que precede hemos supuesto que se efectuaba una medida directa de una dada canti-
dad. En el Capitulo 2 se tratard en detalle la clasificacion de las medidas, por lo que por ahora
nos bastard con decir que una medida directa es una en la que el valor de la incdgnita surge de la
simple lectura de un instrumento. Sin embargo, no todas las medidas son tan simples como la
que acabamos de citar, y en muchas de ellas el resultado se obtiene de comparaciones o de calcu-
los efectuados con varias cantidades medidas directamente. Este segundo tipo de medidas es el
de las indirectas, como habra supuesto el lector, y lo que nos proponemos ahora es analizar como
se puede calcular el error que las afectara.

Supongamos el siguiente caso: para determinar el valor de una resistencia decidimos aplicar la
ley de Ohm, haciendo la medida de la tension que aparece en sus bornes cuando circula una cier-
ta corriente I, y calcular R como el cociente:

=Y (1.12)

Si todo lo que queremos es tener una idea del valor de R el trabajo probablemente termine ahi.
En la generalidad de los casos, sin embargo, nos interesard determinar de qué manera el error
que afecta a las medidas de U y de I se propaga en el que afectara a R. Un primer método, ele-
mental, seria, si buscamos errores limites, encontrar los valores extremos de R, combinando el
maximo posible de U con el minimo de [ y viceversa, con lo que tendriamos:
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max ]—El > min [+El

(1.13)

El método anterior, si bien absolutamente valido, tiene el inconveniente de ser laborioso y com-
plicarse en situaciones algo mas elaboradas.

Podemos decir que en general el resultado final se obtendra a partir de una serie de medidas in-
dividuales y de una relacion funcional que las vincula:

X =f(x,%,X3,...X,) (1.14)

donde las x; son las n magnitudes medidas directamente, que supondremos independientes. Si
desarrollamos la (1.14) en serie de Taylor y consideramos que los errores son lo suficientemente
pequefios como para despreciar los términos de orden superior obtendremos:

dX=07—de1 +9_de2 +....+0-)—de” (1.15)
X Xy dx

n
En la anterior podemos tomar en vez de diferenciales incrementos finitos, con la condicion de
que éstos sean lo suficientemente pequefios:

dv, =Ax; =E, (1.16)

En la que se ha considerado, al escribir los dos tltimos miembros, el caso muy general en que los
errores son tan pequefios que pueden asimilarse a diferenciales, lo que hard que los resultados
que obtengamos de ahora en mas sean aplicables s6lo cuando tal supuesto sea valido. En la gran
mayoria de los casos asi sucede, por lo que la suposicion anterior, si bien quita generalidad al ra-
zonamiento que sigue, no constituye un impedimento decisivo. No obstante, debe tenerse en
cuenta que cuando los errores son grandes (mayores que ...7...10...%), los resultados que se ob-
tendran aplicando las ecuaciones que pasaremos a analizar diferirdn de los reales, tanto mas
cuanto mayores sean dichos errores. Con las salvedades de mas arriba, la (1.15) puede escribirse:

W g, +2f 2 (1.17)

Ey=—— +——Ey, +..+——F
X I, X1 X2 Jx Kn

La que nos define la ley de propagacion de errores limites, en el caso en que éstos sean peque-
fos y por lo tanto asimilables a diferenciales. El error relativo se obtendra en forma inmediata a
partir de su definicion:

_Zx (1.18)

Como estamos calculando errores limites, los signos se tomaran siempre en su combinacion mas
desfavorable, esto es, pondremos todas las derivadas con el mismo signo, y al conjunto lo pre-
cederemos del +:

f

df
JX, E

os
ax,

Ex=45x,

E)(1 +‘ E)(2 +...‘ J (1'19)

en tanto que el error relativo se expresara como:
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. :iEYX (1.20)

Ejemplo 1.3

Determinar de qué manera influyen los errores de U e I en el valor de una resistencia calculada a
partir de la expresion (1.12).

Solucion

La (1.12) establece:

Aplicando el método indicado en las (1.19) y (1.20), con la notacidén correspondiente al caso par-
ticular, obtenemos:

or| |ok| ]
ER:_UO_)U‘EU+‘&I‘E,J (1.21)

en la que si se opera convenientemente se llega a:
ep =He, +e,) (1.22)

que nos dice que el error relativo que afecta a R es directamente la suma de los errores relativos
de U e I. No debe perderse de vista que el método que se ha aplicado vale si y solo si los errores
individuales son lo suficientemente pequefios como para que las condiciones de validez de la
(1.17) se cumplan.

El caso que mas arriba se ha resuelto puede generalizarse sin inconvenientes, aplicando lo establecido por la (1.17) a
distintas funciones f. Se puede demostrar asi, que las siguientes reglas son de validez general:

El error relativo de un producto o un cociente es igual a la suma de los errores relativos de los factores (o términos)
El error absoluto de una suma o diferencia es igual a la suma de los errores absolutos de los términos.

El error relativo de una potencia es igual al producto del exponente de la misma por el error relativo de la base. Este
concepto se aplica igualmente a los exponentes fraccionarios.

1.9. Casos especiales de propagacion

Con las salvedades que en cada caso se han marcado, las ecuaciones que se han hallado permiten
hacer frente al calculo de todos los casos de propagacion de errores. Sin embargo, existen situa-
ciones particulares que merecen una atencion especifica, pues representan casos de medicion en
los que el cuidado con los errores debe llevarse al extremo con el fin de evitar que al propagarse
hagan que el resultado no resulte de fiar. Entre las multiples situaciones que pueden darse hay
dos que merecen particular atencion: el caso de la diferencia, y la propagacion con componentes
comunes.
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1.9.1. Error de una diferencia

Cuando la relacion ftoma la forma
X=X1_X2 (123)

La aplicacion de las (1.19) y (1.20) nos conducira a:
Ey=+E, +E, ) (1.24)

En tanto que el error relativo valdra:

E, +F
e =ttt (1.25)
Xl _XZ

La (1.25) merece especial atencion en el caso en que la diferencia sea muy pequefia, pues el de-
nominador se achicard y el error relativo crecera correspondientemente. En el limite se cumplira

lime, = oo
X, —=X,

(1.26)

La conclusion inmediata de lo expresado por la (1.26) es que, en general, las medidas por dife-
rencia deben ser examinadas con atencion, y evitadas en el que caso en que la diferencia sea
muy pequeita. Tan importante es esto, que ha dado origen a muchos métodos de medida, llama-
dos diferenciales, en los que justamente, para evitar el problema que mads arriba se ha menciona-
do, se mide la diferencia, en vez de calcularla.

1.9.2. Errores con componentes comunes. Repetibilidad de corto término.

En todo nuestro estudio anterior hemos supuesto que las variables medidas eran independientes,
y nos situamos siempre en el caso mas desfavorable, esto es, vimos el problema desde una optica
pesimista: que todos los errores se combinen de la peor manera posible. Si bien esto es aceptable
cuando se calculan errores limites, en ciertos casos se puede pecar por excesivo pesimismo. Su-
pongamos tener un elemento, conocido con un cierto error limite ex. Este ultimo se interpreta
como que, en condiciones normales, el valor verdadero de X, desconocido en general, serd tal
que no salga del intervalo X + Ex. Cuando se garantiza un determinado error, o tolerancia de un
componente, se admite que la calidad del mismo permite asegurar que el error que lo afectara,
que puede variar de vez en vez, estara siempre contenido en ex. Si se hacen dos medidas, una a
continuacion de la otra, en las mismas condiciones, podremos admitir que ex, si bien desconoci-
do, no variara de una a otra oportunidad, a condiciéon de que las medidas se hagan con un muy
breve intervalo entre ambas. Es logico, entonces, que ese error, si bien desconocido, no lo con-
sideremos en todo su valor en la propagacion. El hecho de mantener constante el error en tiem-
pos breves, asegurando una constancia de valores superior a la de largo plazo, se conoce como
repetibilidad de corto término, y se emplea cuando es necesario achicar, en la medida de lo po-
sible, los errores. A lo largo de todo el curso veremos varios ejemplos, pero ahora, para fijar
ideas, analizaremos un caso tipico:

Supongamos una caja de resistencias, del tipo de décadas, llamadas asi por poseer una serie de
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ellas, dispuestas en grupos de 10, que pueden conectarse con un selector adecuado, de manera de
obtener un valor en bornes que es la suma de los ajustados en cada uno de ellos. Generalmente se
las identifica por la cantidad de décadas, por el valor de cada una de ellas y por su tolerancia.
Asi, un caso tipico puede ser una caja formada por 10 décadas de 1€2, 10 de 10 Q y 10 de 100 €,
con tolerancia + 0,1 % (la supondremos igual para todas, aunque no es el caso general) Un posi-
ble ajuste puede ser:

(3+100 + 5+10 + 8:1)Q = 358 =358 Q

Una simple aplicacion de las formulas (1.19) y (1.20) nos indicara que el valor de la resistencia
ajustado se conoce con un error de + 0,1 %.

Si se ajustara luego (inmediatamente) un valor 356 Q y se calculara el error de la diferencia me-
diante la expresion (1.25) resultaria ex =+ 35 %. Este valor sumamente alto, que resulta de la di-
recta aplicacion de la formula para el calculo del error de una diferencia, peca de exageradamen-
te pesimista, pues resulta de considerar que todos los errores limites se han sumado. Este punto
de vista conservador puede aceptarse en los casos en que se busca tener la seguridad de que el
limite de error calculado no se superara, pero cuando sucede, como en el caso que nos ocupa,
que el error, si bien desconocido para nosotros, no ha tenido oportunidad de modificarse, (pues
se efectuaron las medidas inmediatamente una después de la otra) desaparece la justificacion pa-
ra considerar que todos ellos se sumen. En el ejemplo que venimos manejando, al ser hechas las
medidas una a continuacion de la otra, aquellas resistencias que han estado en ambas etapas
del ajuste no han variado sus errores, y por lo tanto no han contribuido al error total ya que al
restarse dichos errores se han cancelado. Si se tiene en cuenta este razonamiento, se llegara a que
el error total en la medida es de sélo el 0,1 % !. Es claro que el caso analizado es uno en que
puede lograrse un error tan bajo, y que en general puede no ser asi, no obstante, los elementos
comunes a ambas etapas de una medida, cuyos valores deban restarse, no contribuiran al error
total.

Operando a partir de las expresiones basicas de calculo de errores puede llegarse a encontrar el
error que afecta a una diferencia con componentes comunes. Para ello escribimos a minuendo y
sustraendo de la siguiente manera:

X, =C+x,; X, =C+x, (1.27)

en donde C representa la parte comun y x1 y x2 las partes no comunes, respectivamente. Proce-
diendo en la forma habitual, con la sola consideracion que el error de C permanece constante en
ambas etapas de la medicion, se llega a la expresion equivalente a la (1.24) para el caso en que
existan componentes comunes en la diferencia:

E.+E,
i 1 2
XI_X2

€X—

(1.28)

en la que no debe confundirse Xi con Xi. La representacion simbolica anterior es equivalente a
decir que el error de una diferencia con partes comunes vale:

N Z errores absolutos de las partes no comunes
ey =1
X X=X,

La anterior resulta particularmente util pues fija un criterio a partir del cual debe programarse el
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ajuste de los diferentes elementos que intervienen en el calculo de una diferencia. Es bueno re-
marcar que, si bien el de la diferencia puede considerarse el caso tipico, los razonamientos ante-
riores pueden extenderse a otras relaciones funcionales entre las variables.

1.10. Tratamiento estadistico de los errores

En su oportunidad dividimos a los errores en sistemdticos y fortuitos o residuales, englobando en
esta ultima categoria a los que subsistian luego de haberse eliminado las causas que daban cuenta
de los sistematicos. Estos errores (fortuitos), tienen un comportamiento aleatorio, del que se pue-
de dar cuenta mediante el andlisis estadistico.

Si una vez que se han eliminado todos los errores groseros y sistemadticos, y admitiendo que to-
das las magnitudes de influencia, que son aquéllas que modifican la medida sin ser el objeto de
ésta, estan controladas, se decide repetir la medicidn, se observara que los valores obtenidos ex-
hiben pequeias discrepancias entre si, atribuibles exclusivamente al comportamiento aleatorio de
la cantidad medida.

Se ha supuesto en el aserto anterior que el instrumento de medicion es capaz de reaccionar per-
fectamente a los cambios de la medida, o lo que es lo mismo, que su precision es mucho mayor
que la de lo que se estd midiendo.

Se tendra entonces un conjunto de n valores de la cantidad medida, x1, X2, ... Xn, en el que cada
uno de los xj recibird el nombre de variante. Muchas veces bastara con dar la coleccion de los
valores medidos para dar por concluido el trabajo, pero la mayoria de las veces no sera asi, pues
se requerira una elaboracion aunque sea primaria de los mismos. Es en esta parte donde entra en
consideracioén el andlisis estadistico de los errores, empleando las herramientas que se han desa-
rrollado en los cursos correspondientes, y que aqui solo citaremos como un caso especial de lo ya
conocido por el lector.

Toda la informacion estd contenida en las n variantes, y cuando se las pretende reemplazar por
uno o mas numeros extraidos a partir de ellas, inevitablemente se corre el riesgo de que parte de
ella se pierda. En general se suele caracterizar a un conjunto de mediciones mediante dos para-
metros, calculados a partir de los datos individuales:

* el primero, que da una indicacion central de la medida, es la media aritmética, definida a partir
de la expresion:

X =

S | =

i‘,x,. (1.29)
i=1

* el segundo, que da idea de la dispersion, y que tiene en cuenta la precision de la medida.
Usualmente se emplea para este caso la desviacion normal o desviacion estandar, definida a par-
tir de:

(1.30)

si el nimero de variantes es pequefio (menor que 15...20...), o por medio de
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(1.31)

en el caso en que las variantes sean mas.

Como se aprecia en las anteriores, los errores con mayores apartamientos de la media tienen un
peso comparativamente mayor que los menores, debido a la naturaleza cuadratica de las expre-
siones. En la gran mayoria de los casos que se presentan en las mediciones eléctricas y electroni-
cas, las variantes estan distribuidas siguiendo la ley normal o de Gauss (Ref. [4] y [5]). En tal ca-
so la desviacion normal cobra un significado interesante desde el punto de vista probabilistico,
pues existird un 68 % de probabilidad de encontrar variantes en el intervalo de amplitud + Gn
centrado en X. Como es natural, a medida que la amplitud del intervalo se agranda, también cre-
cera la probabilidad de hallar variantes en €l. Asi, si la amplitud se toma en + 36, aquélla trepara
al 99,7 %. Usualmente, en los casos de analisis estadistico de los errores, el dar la media y la
desviacion normal (supuesto que se conoce la ley de distribucidn), permite formarse un juicio
acabado sobre el universo que se desea representar. En cuanto a la presentacion de los resultados,
lo usual es hacerlo de la siguiente manera:

X=X+taco (1.32)

en la que @ es un nimero real positivo, que usualmente se circunscribe al intervalo 0 < a <3..., en
tanto que G representa a Gn en el caso general.

Es interesante notar el diferente significado de las (1.11) y (1.32). Si bien formalmente similares,
cuando se trata de errores limites, el término de error absoluto, empleado en la (1.11), tiene el
significado de una cota que no se puede sobrepasar en condiciones normales de operacion, y por
lo tanto se emplea para definir un intervalo, centrado en Xm, en el que se tiene la (casi) certeza de
que se encontrara el valor verdadero. En cambio, cuando se recurre a una presentacion resultante
de un andlisis estadistico, el término que hara las veces del error absoluto serd ao; con todo su
significado relacionado con la probabilidad de hallar variantes en un determinado intervalo, y que
el lector conoce de sus estudios previos de Estadistica.

En el analisis anterior, muy sucinto, se ha hecho hincapié en casos donde el numero de variantes es relativamente im-
portante, con lo cual toman pleno significado las definiciones de los intervalos dentro de los cuales existe una cierta
probabilidad de encontrar variantes, definidos a partir de las leyes de Gauss. Si, en cambio, el nimero de variantes es
reducido, digamos, menor que 10, si bien se debera usar para la desviacion normal el valor G,.1, ya no puede decirse
que en el intervalo de amplitud *ac,.; exista una probabilidad de hallar variantes que esté dada por la distribucion
normal, sino que serd necesario recurrir a otras distribuciones, por ejemplo la de Student. Se supone que el conoci-
miento de estos topicos debe ser previo al inicio de un curso de Medidas Eléctricas, por lo que aqui solo se daran
aplicaciones de casos sencillos, remitiéndose al lector que no haya completado un curso de Estadistica a la abundante
bibliografia disponible sobre el tema (Ref.[4], [5])
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Ejemplo 1.4

Se efectia una serie de mediciones de una dada tension, utilizando un instrumento cuya precision
excede en mucho a la de los resultados obtenidos. Este instrumento esta libre de errores sistemati-
cos. El conjunto de valores medidos, todos ellos en condiciones idénticas, es el siguiente:

Ui=12,34V Us=12,55V Uo=1235V Uiz=12,00V
U2=1222V Us=12,44V Uio=12,02V Un=12,55V
Us=1245V U7=12,28V Un=12,63V Uis=12,60 V
Us=12,09 V Us=1237V Un=12,10V Uis=12,47V

Se desea determinar el valor medio de la tension, y establecer la amplitud de un intervalo centra-
do en dicho valor, dentro del cual exista un 50 % de probabilidad de que se halle un nuevo valor
de la tension.

Solucion

A partir de los valores medidos es inmediato el calculo de la media, utilizando la expresion
(1.29):

16
U=D.U =12341V
i=1

en la anterior se ha seguido la regla bastante aceptada de expresar el valor de la media con una
cifra significativa mas que las variantes individuales, en razon de ser considerada “el mejor va-
lor” de las cantidades medidas.

Si ahora se desea calcular la desviacion estandar, bastara con aplicar la ecuacion (1.30) o (1.31)
segun corresponda. En nuestro caso particular, con un niumero de variantes que se situa en la
frontera de la aplicabilidad de una o de la otra, obtenemos los siguientes resultados

On1=0,206V; on=0,199V

Se ve que ambas expresiones s6lo difieren entre si en alrededor de un 3 %. Nos quedaremos con
On-1

en virtud del reducido numero de variantes de que disponemos.

Para responder a la segunda parte de la pregunta, supondremos que la poblacion estd distribuida
en forma gaussiana, para lo cual recurriendo a una tabla de Gauss, por ejemplo la que se presenta
en la Guia del trabajo practico N° 1, pag. 17, encontramos que para un area bajo la curva de 0,5,
centrada en el valor medio, es necesario definir un intervalo a su alrededor de amplitud aproxi-
mada 0,67 on-1. Efectuando los calculos correspondientes, se expresara el resultado de la siguien-
te forma

Usy =(12,341£0,138) 7 (1.33)

Obsérvese la forma en que se ha expresado el resultado, utilizando mas cifras significativas que
las que corresponderian de la aplicacion de la regla de acotacion de cifras expuesta en el punto
1.3. La razdn debe buscarse en los distintos conceptos involucrados: en un caso error limite, en el
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otro, estudio relacionado con la precision de las medidas. De cualquier forma, es bueno notar que
la expresion de ¢ con mas de tres cifras significativas es carente de sentido en casi todas las apli-
caciones.

1.11. Referencias

[1] Stout, Melville B.: “Basic Electrical Measurements”, Pergamon Press, 1960.
[2] Frank, Ernest: “Andlisis de Medidas Eléctricas”, Mc Graw Hill, 1969.

[3] Cooper, William D. y Helfrick, Albert D.: “Instrumentacion Electronica Moderna y Técnicas
de Medicion”, Prentice Hall, 1990.

[4] Jones, Larry D., Foster Chin, A.: “Electronic Instruments and Measurements”, Prentice-Hall
International Editions, 1991.

[5] Spiegel, Murray R.: “Estadistica” , Mc Graw Hill, 1988.

Capitulo 1 -17 -



